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del esfuerzo de tensión 𝜎2 cerca del borde del orificio. 
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RESUMEN 

Las uniones mecánicas de materiales compuestos laminados por medio de pasador se han 

estudiado para mejorar la resistencia de dichas uniones. Sin embargo, una cantidad muy pequeña 

de trabajos sobre el efecto de la adición de partículas de relleno sobre la resistencia de las 

uniones mecánicas con pasador han sido reportadas. Aquellos trabajos reportados consideran la 

presencia de nanomateriales como la nano-arcilla, los nanotubos de carbono o nanohojuelas de 

grafeno pero incluyendo propiedades efectivas superiores del material compuesto, resultantes de 

la adición de los nanomateriales, y las del material compuesto, pero ninguno hace un análisis del 

desempeño del material compuesto multiescala por la presencia de nanomateriales a nivel 

interfase fibra-matriz, en los distintos puntos alrededor del orificio, especialmente en los puntos 

donde existen altos gradientes de esfuerzos o cambios de signo del esfuerzo.  

En este estudio se construye un modelo representativo de una unión mecánica, se define la 

geometría de la unión mecánica y se estudian las distintas regiones alrededor del orificio cargado 

por medio de un pasador utilizando el método de elementos finitos. Asimismo, se define un 

volumen elemental representativo de un material compuesto con fibras de carbono 

unidireccionales modificadas superficialmente con nanohojuelas de grafeno, se estiman los 

módulos elásticos y las relaciones de Poisson de la interfase, utilizando el modelo de Mori-Tanaka 

modificado por Tandom y Weng. Posteriormente, se analiza cada volumen elemental 

representativo usando método computacional de elementos finitos, sometiendo el elemento a 

cargas de tensión, compresión y cortante tanto estáticas como dinámicas. Se realiza un análisis 

de la distribución de los esfuerzos alrededor del orificio y la posible disminución de los esfuerzos 

o gradientes de esfuerzos debido a la presencia de la nanohojuelas de grafeno en la interfase 

fibra-matriz. Se han encontrado mejoras en la transmisión de las cargas cuando se considera una 

interfase respecto al caso cuando no se considera y se tienen incrementos en la transmisión del 

esfuerzo que van desde el 11% para cargas axiales en la fibra, hasta 58% en cargas de cortante 

en la matriz para casos elásticos, estáticos e incrementos en la transmisión del esfuerzo desde 

10% para cargas axiales en fibra, hasta 29% en cargas de cortante para la matriz del material, 

en casos elásticos, dinámicos.  
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ABSTRACT 

Pin-loaded composite mechanical joints have been studied extensively to improve their strength. 

However, a very small amount of work on the effect of the addition of filler particles on the strength 

of mechanical pin joints has been reported. Those reported works consider the presence of 

nanomaterials such as nano-clay, carbon nanotubes or graphene nanoplatelets but considering 

the superior effective properties of the composite material resulting from the addition of 

nanomaterials, and those of the composite material, but none makes an analysis of the 

performance of the multiscale composite material because of the presence of nanomaterials at 

the fiber-matrix interface level, at the different points around the hole, especially at points where 

there are high stress gradients or stress sign changes. 

In this study, a representative model of a mechanical joint is built and the geometry of the 

mechanical joint is defined and the different regions around the hole loaded by means of a pin are 

studied using the finite element method. Likewise, a representative elemental volume of a 

composite material with unidirectional carbon fibers superficially modified with graphene 

nanoplatelets is defined, the elastic moduli and the Poisson relationships of the interface are 

estimated, using the Mori-Tanaka model modified by Tandom and Weng. Subsequently, each 

representative elemental volume is analyzed using a finite element computational method, 

subjecting the element to both static and dynamic tension, compression and shear loads. An 

analysis of the stress distribution around the hole and the possible decrease in stresses or stress 

gradients due to the presence of graphene nanoplatelets at the fiber-matrix interface is performed. 

Improvements have been found in the transmission of the loads when an interface is considered 

compared to the case when it is not considered and there are increases in the transmission of the 

effort that go from 11% for axial loads in the fiber, up to 58% in loads of shear in the matrix for 

elastic and static cases and increases in the transmission of effort from 10% for axial loads in 

fiber, up to 29% in shear loads for the material matrix, in elastic, dynamic cases.

xi 
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INTRODUCCIÓN 

 

En la última década, los materiales compuestos se están utilizando comúnmente en estructuras 

que exigen un alto nivel de rendimiento mecánico. Su alta relación resistencia / peso y rigidez / 

peso ha facilitado el desarrollo de estructuras más ligeras, que a menudo reemplazan las 

estructuras metálicas convencionales. Los compuestos reforzados con fibras ofrecen a los 

materiales de ingeniería más confiabilidad en aplicaciones de ingeniería industrial automotriz, 

marina y aeronáutica debido a sus propiedades mecánicas sobresalientes como resistencia al 

impacto, alta durabilidad, bajo coeficiente de fricción y expansión térmica, capacidad para 

proporcionar mayor capacidad de carga en las direcciones de carga, flexibilidad en el diseño y 

densidad relativamente baja. Estas aplicaciones generalmente requieren la unión mecánica de 

materiales compuestos a otros materiales compuestos o metales. Rara vez es posible producir 

una construcción sin juntas debido a limitaciones en el tamaño del material, conveniencia en la 

fabricación o transporte y la necesidad de acceso. Pero estas juntas son susceptibles a las altas 

concentraciones de esfuerzos que ocurren alrededor y en las proximidades del orificio y a 

menudo, son la causa de fallas inesperadas en el material compuesto. A medida que las 

aplicaciones de materiales estructurales compuestos avanzados continúan aumentando, también 

lo hace la necesidad de comprender el comportamiento mecánico de las uniones fijadas 

mecánicamente en tales estructuras.  

El procedimiento para diseñar uniones fijadas mecánicamente en materiales compuestos se basa 

predominantemente en datos experimentales y los modelos analíticos son en gran parte de 

naturaleza empírica. La selección de materiales y parámetros geométricos apropiados u óptimos 

es esencial para lograr la integridad estructural y la confiabilidad en las estructuras de materiales 

compuestos, ya que las uniones atornilladas o con remache en los compuestos fallan ante cargas 

que no son predichas por supuestos perfectamente elásticos o perfectamente plásticos. Cualquier 

unión en una estructura de material compuesto, si no está diseñada apropiadamente, puede 

actuar como un punto de inicio de daño y puede conducir a la falla del componente en esa 

ubicación. [1]. 

Más recientemente, la ingeniería de interfase de materiales compuestos avanzados híbridos o 

multiescala ha sido testigo de un progreso sin precedentes. La incorporación de nanocargas en 

las formulaciones del sizing de las fibras antes de formar al material compuesto se impulsó en 

términos generales por tres razones principales. En primer lugar, para mejorar la rugosidad de la 

superficie de la fibra, en segundo lugar, para aumentar el módulo local de la interfase y, por tanto, 
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la resistencia al cizallamiento en la interfase, y finalmente, para aprovechar la posible 

estructuración de nanocargas para aplicaciones de detección o sensado [2]. 

De la revisión de la literatura, se vio que se han estudiado varios parámetros para mejorar la 

resistencia de las uniones de pasador. Sin embargo, una cantidad muy inferior de trabajos sobre 

el efecto de la adición de partículas de relleno sobre la resistencia de las uniones mecánicas con 

pasador han sido reportadas. Los trabajos reportados consideran la presencia de nanomateriales 

como la nano-arcilla, los nanotubos de carbono o nanohojuelas de grafeno pero incluyendo 

propiedades efectivas superiores del material compuesto resultantes de la adición de los 

nanomateriales, y las del material compuesto sin inclusión de nanomaterial alguno, pero ninguno 

hace un análisis del desempeño del material compuesto multiescala por la presencia de 

nanomateriales a nivel interfase fibra-matriz, en los distintos puntos alrededor del orificio, 

especialmente en los puntos donde existen altos gradientes de esfuerzos o cambios de signo del 

esfuerzo. En este estudio se analizan las distintas regiones alrededor de la zona de contacto 

pasador-orificio de laminado considerando primeramente el estado de esfuerzos y la 

consideración a nivel de volúmenes elementales representativos para tratar de entender el 

comportamiento debido a la presencia de una interface que contiene nanomateriales, esto es, 

como material multiescala. 
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CAPÍTULO 1 

ANTECEDENTES 

1.1. Sobre las uniones mecánicas de materiales compuestos.  

Una forma común de unión de laminados es la unión mecánica, en la que es necesario perforar 

orificios. Al perforar éstos, las fibras pierden continuidad y como resultado, el laminado se debilita, 

ante la presencia de altos gradientes por la concentración de esfuerzos en la vecindad del orificio 

del laminado. En la siguiente Figura 1.1 se observa un tipo de unión mecánica común.  

 

 

 

 

 

 

Figura 1.1 Representación esquemática de una unión mecánica, con varias horadaciones que 

inducen concentraciones de esfuerzos importantes en zonas específicas. 

Las juntas hechas con materiales compuestos tienen problemas especiales. En las juntas de 

metales, la plasticidad del metal actúa como un mecanismo que tiende a liberar esfuerzos 

mayores y a promediar distribuciones de carga irregulares en arreglos de juntas. En general, los 

materiales compuestos son considerablemente más frágiles, más sensitivos a concentraciones 

de esfuerzos, y tienen mucho más bajo su valor de deformación de falla y, por lo tanto, no 

responderá de la misma manera en la liberación de las concentraciones de esfuerzo.  

Hay una variedad de técnicas para unir juntas, las cuales distribuyen las cargas de aplastamiento 

de manera más regular, reducen las concentraciones de esfuerzos, por lo cual se traduce en 

juntas con una capacidad de resistencia mayor.  

Estas técnicas de uniones de juntas, para disminuir la carga en aplastamiento, pueden ser las 

siguientes:  

Y 
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1. Arreglos de juntas.  

2. Juntas con ajuste de interferencia.  

3. Juntas adhesivas.  

4. Juntas híbridas mecánico - adhesivas. 

En la mayor parte de la literatura sobre materiales compuestos en los cuales la deformación o el 

esfuerzo son requeridos a calcular, el elemento finito es usado. Este método es, por supuesto, 

muy poderoso y tiene sus ventajas como lo son el tener variedad de códigos de cálculo bien 

desarrollados [3], así como también paquetes de software ampliamente desarrollados, incluso 

siendo algunos más específicos que otros para cierto tipo de aplicaciones, como flujo 

electromagnético, electrodinámica, hidrodinámica etc.  

1.2. Zonas relevantes de distribución de esfuerzos en un laminado.  

Cuando un laminado es sometido a diferentes tipos de esfuerzos como ocurre en la vecindad del 

orificio de la unión mecánica, como esfuerzos de tensión, esfuerzos de compresión y esfuerzos 

de cortante, se generan campos de esfuerzos de gran complejidad alrededor de los orificios.  

Dependiendo del tipo de cargas aplicadas a la unión mecánica, la interacción entre el pasador, 

tornillo o remache resultará en componentes de esfuerzo especialmente complicados, en la zona 

de contacto entre el laminado y el pasador metálico.  

Existe mucha literatura sobre la distribución del esfuerzo/deformación en uniones de pasadores 

con diferentes geometrías [4-10]. La compleja distribución en las uniones de laminados no se da 

únicamente por horadaciones en el laminado, de igual manera esta unión puede darse por 

adhesión de los laminados, o también llamada unión por banda en laminados. Mahdi y 

colaboradores [11], hicieron un estudio para poder entender como es el fenómeno de 

concentraciones de esfuerzo/deformación asociados con este tipo de uniones. Este estudio fue 

llevado a cabo mediante la utilización de elementos finitos. 

 Dado que la resistencia última de una junta sujeta mecánicamente se ve afectada por factores 

como la separación del orificio del perno, la geometría de la muestra y la escala de espesor y los 

parámetros del material, como la secuencia de apilamiento del laminado y la restricción lateral en 

un modelo tridimensional (3D), en este estudio no se intenta incluir todos estos parámetros en el 

elemento representativo de volumen. Es por eso que, se considera un laminado sometido a 

tensión simple y para considerar la presencia de una interfase fibra-matriz en el material 

compuesto y su modificación con nanohojuelas de grafeno, se propone analizar e interpretar 

volúmenes elementales representativos sometidos a los distintos tipos de carga para poder 
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analizar lo que ocurre en una unión e interpretar su comportamiento debido al complejo estado 

de esfuerzos, para cada una de las zonas representativas de la unión mecánica del laminado.  

Se analizarán tres volúmenes elementales representativos (VER), una para la zona de 

compresión, uno para zona de tensión y otro para zona de cortante.  

La figura 1.2 nos muestra la manera en la que estos VER se localizan alrededor del orificio del 

laminado, y la manera en la que el signo del esfuerzo se da por la presión del pasador en el 

laminado.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.2. Tipo y signo de esfuerzo en las distintas zonas alrededor del orificio, mostrando 

tensión, compresión o cortante. 

La Figura 1.2 justifica el hecho de explicar un problema macromecánico utilizando modelos 

micromecánicos, debido que en zonas específicas existen esfuerzos de tensión, compresión y 

cortante. 
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1.3. Modelado multiescala en VER.  

Cuando los materiales son analizados a escalas micro, en orden de determinar las propiedades 

efectivas en una escala mayor, es a menudo necesario recurrir al concepto de volumen elemental 

representativo (VER) o celda unitaria (CU). Los cálculos son llevados a cabo en la escala menor, 

luego la información obtenida la podemos utilizar para saber el comportamiento del material en 

la escala mayor. Podemos plantear un análisis teórico en el cual, el estudio del material es 

conducido en una escala de longitudes, pero los resultados del estudio nos proporcionan 

información útil acerca del material en otra escala de longitudes que, generalmente es una escala 

mayor. Este proceso se llama modelado multiescala [12]. Es decir, podemos argumentar que un 

VER, es un puente entre una escala de longitudes menor y una escala mayor, cuando se realiza 

un modelado multiescala.  

Para poder validar nuestro modelo VER es necesario que el mismo sea homogéneo en la escala 

mayor.  

Los materiales compuestos multiescala pueden ser clasificados en dos tipos de sistemas 

diferentes.  

1. El sistema presenta una dispersión de los nanorefuerzos a través de la matriz polimérica, 

resultando en un sistema con inclusiones mezcladas. Son varios los trabajos que tratan 

la incorporación de varios tipos de nanopartículas para refuerzo en la matriz del material 

compuesto [13-17]. Otros estudios hacen inclusión de partículas de caucho y de 

copolímeros elastoméricos en bloque, así como variedad de nanopartículas combinadas 

con copolímeros, [18-23]. 

2. Alternativamente, los nanorefuerzos pueden ser químicamente unidos a la fibra, esto 

puede ser por ejemplo mediante el crecimiento de nanotubos de carbono (CNF), mediante 

deposición química por vapor, los cuales igual pueden infiltrarse dentro de la matriz 

polimérica, lo cual resulta ser un sistema de material compuesto híbrido de fibra [24]. 

A continuación, se presenta la figura 1.3 que resume lo mencionado en los puntos 1 y 2 anteriores 

de esta subsección.  
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Figura 1.3. Tipos de sistemas multiescala que se pueden encontrar para los materiales 

compuestos fibrorreforzados. 

 

1.4. Materiales compuestos fibrorreforzados.  

De acuerdo con Chong y colaboradores [25], los materiales compuestos fibrorreforzados 

consisten en fibras con gran resistencia y altos módulos, embebidas en matrices poliméricas que 

ofrecen como resultado un producto con buena resistencia química y degradación 

medioambiental. Es decir, los materiales compuestos toman ventaja de sus constituyentes y 

exhiben propiedades superiores a aquellas de cada uno de los constituyentes individuales.  Esto 

además del hecho de entregarnos un material con características óptimas para las aplicaciones 

de interés. Los materiales compuestos se constituyen por mínimo dos fases, una fase, que posee 

mayor densidad y por lo general presenta mayores módulos de elasticidad, así como mayor 

resistencia y otra fase que posee una densidad menor, generalmente con menores módulos 

mecánicos. La figura 1.4 ejemplifica de forma sencilla como organizar un material compuesto.  

 

 

A) Sistema mezclado con inclusiones.  B) Sistema de fibra híbrido. 
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Figura 1.4. Ejemplo típico de un material compuesto reforzado con fibras. En donde 𝐸1, 𝐸2 son 

los módulos mecánicos de la matriz y de la fibra, 𝜌𝑚, 𝜌𝑓, son las densidades de la matriz y de la 

fibra respectivamente. 

1.5. El grafeno.  

El grafeno es un material cristalino, hecho de átomos de carbono, característicamente su 

estructura es hexagonal, plana bidimensional, cuyo espesor es de un átomo, y esto ocasiona que 

tenga propiedades únicas en el ámbito de los nuevos materiales para aplicaciones en ciencia e 

ingeniería. Este material puede ser aplicado a la superficie de la fibra por medio de deposición 

electroforética [26-28] o por baño químico [29].  

Este material generalmente es usado como nanorefuerzo en recubrimientos para fibras, 

brindando propiedades mecánicas interesantes al material en conjunto, las cuales son afectadas 

por la orientación, el volumen fraccional y la dispersión que tiene el grafeno en la interfase [30].  

Fibras Unidireccionales 

𝜌𝑓 > 𝜌𝑚 

𝐸2 > 𝐸1 

 

y 

x 

Matriz 𝜌𝑚, 𝐸1  

𝜌𝑓 , 𝐸2  
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La siguiente figura 1.5 ejemplifica la estructura que tiene el grafeno, al apilarse varias capas se 

da lugar a lo que se llama nanohojuela ó nanoplaqueta de Grafeno (GnPs). 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.5. A la izquierda se tiene la estructura hexagonal del grafeno vista de frente. A la 

derecha se tienen varias capas de espesor monoatómico una encima de la otra, para formar 

una nanohojuela de grafeno (GnPs). 

1.6. Nanorefuerzos en la interfase de un material compuesto. 

La interfase, es la parte más débil en el camino de distribución de la carga a través del material 

compuesto, por lo que la mayor parte de las fallas en el material compuesto (por ejemplo, el 

desprendimiento interfacial) ocurren en esta zona. La transferencia de esfuerzo de la matriz a la 

fibra yace en la interfase, entonces, las propiedades de la interfase determinan la eficiencia de la 

transferencia de carga [31].  

Herrera y colaboradores [32], estudiaron el rol crítico que conlleva la interfase, en el 

funcionamiento del material compuesto. En su estudio, demuestran que las propiedades como la 

resistencia y la rigidez están relacionadas no solamente con la respuesta mecánica de la fibra y 

de la matriz, pero también con la respuesta mecánica de la interfase. Argumenta, que el factor de 

mayor influencia en una transferencia de esfuerzos eficiente entre la fibra y la matriz, es el estado 

o disposición misma de la interfase.  

Esto aunado al hecho de que, se ha demostrado teóricamente que el comportamiento plástico de 

la matriz tiene una gran influencia en la transferencia de esfuerzo [33].  

Recientemente los recubrimientos para fibras con nanorefuerzos, como lo son el grafeno y los 

nanotubos de carbono (CNTs) han mostrado gran potencial para incrementar las propiedades de 

la interfase [34-43]. 

C 
C 
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El gran desarrollo que se ha tenido para la incorporación de nanorefuerzos en las formulaciones 

para recubrimiento de las fibras ha sido principalmente a estas tres razones principales. 

1. Se busca mejorar la rugosidad de la superficie de la fibra, de esta manera se tiene un 

mejor acoplamiento mecánico entre el refuerzo y la superficie de la fibra.  

2. Se busca incrementar el módulo local de la interfase, así como también su resistencia 

interfacial de corte, con esto incrementamos la capacidad de la interfase para transmitir y 

soportar mayores esfuerzos.  

3. El hecho de incorporar nanorefuerzos, como el grafeno, por ejemplo, en la interfase, 

puede brindar propiedades piezoresistivas al material compuesto, lo cual da pie a 

aplicaciones de sensado en ingeniería.  

Se han hecho múltiples estudios para demostrar que la eficiencia en la transferencia de esfuerzos 

de corte interfacial se influye mucho por el tipo de tratamiento superficial a la fibra, el cual se usa 

para depositar nanorefuerzos, ya sean GnPs o nanotubos de carbono de pared múltiple en la 

superficie de la fibra [44]. 

La micromecánica computacional es un método muy útil para estudiar el problema de la interfase, 

en este método, la utilización de los VER es el más empleado, por su eficacia para resolver un 

problema [45-53].  

1.7. Enfoques de estudios típicos. 

Los enfoques de estudio típicos para este tipo de problemas se han realizado mediante la 

utilización del método de elementos finitos [54-62]. 

Singh y colaboradores [63], utilizaron un laminado de fibra de vidrio con resina epóxica, con un 

único orificio de diámetro D, al cual le fue insertado un pasador, el diámetro del orificio fue fijado 

en 4 mm. Cada uno de los laminados de material compuesto fue preparado con variaciones en 

sus parámetros geométricos, como lo son, las razones de E/D y W/D. Estas relaciones se 

ejemplifican en la figura 1.7. Posteriormente fueron sometidos a pruebas de tensión y compresión. 

Cabe mencionar que parte de este análisis fue realizado utilizando el Método de Elementos 

Finitos (MEF). 

En la Figura 1.6 se ejemplifica este tipo de análisis. 
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Figura 1.6. Enfoque de estudio típico para problemas de concentraciones de esfuerzos en 

laminados con pasador, en verde se resaltan dos propiedades mecánicas muy importantes. 

Con respecto a la figura 1.6, a la izquierda se puede ver una optimización de mallado de 

elementos finitos para una unión. En medio se dan las propiedades mecánicas efectivas del 

material con las que se alimenta al programa de elementos finitos. A la derecha se muestra la 

carga de compresión aplicada en el borde del orificio para una unión dada [63]. De esta manera 

uno puede “alimentar” al software de elemento finito con las propiedades efectivas de cada uno 

de los componentes del material compuesto. En estudios anteriores no se menciona la utilización 

de las propiedades efectivas de la interfase, para el análisis del comportamiento del material 

compuesto. 

 

 

 

 

Figura 1.7. Esquema del laminado utilizado en el estudio de Singh y colaboradores [63], en el 

cual se definen las cantidades, E, W y D, que fueron usados en su estudio geométrico. 

El MEF se ha convertido en una herramienta poderosa en la solución numérica de un gran número 

de problemas de ingeniería. Las aplicaciones van desde deformaciones y esfuerzo en 

automóviles, aviones, edificios, puentes y estructuras en general, así como también análisis de 

transferencia de calor, análisis en electrodinámica, acústica, etc. Esto se ha facilitado en gran 

medida con el avance en los softwares de computación, así como también en el equipo de 

hardware necesario para poder realizar los cálculos de manera más rápida y eficiente 

energéticamente hablando [12]. 
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1.8. Teoría micromecánica.   

Sería conveniente comenzar definiendo los tipos de simetrías más comunes presentes en los 

materiales compuestos, como son la simetría ortotrópica, transversalmente isotrópica e isotrópica 

[64-65].  

Para esto, vamos a definir el siguiente plano coordenado para un material compuesto 

fibrorreforzado, el cual se muestra en la figura 1.8. Un tratado más amplio de las distintas 

simetrías de un material compuesto se da en el libro de Hyer [66]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.8 Direcciones principales para un material compuesto fibrorreforzado. 

 

En resumen, la tarea para categorizar la anisotropía de un material es, determinar si existe algún 

eje o plano principal en el material mismo [67]. 
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Dirección de las fibras. 
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1.8.1. Materiales con simetría ortotrópica.  

Este tipo de simetría se caracteriza por tener diferente tipo de simetría para cada una de las 3 

distintas direcciones 1, 2, 3. Es decir, el plano 1-2 tiene las mismas propiedades en él, lo mismo 

ocurre con los planos 1-3 y 2-3, pero cada uno de estos planos de simetría tienen distintas 

propiedades entre sí.  

El tipo de matriz de permitividad y de rigidez que identifican a estos materiales respectivamente, 

son las siguientes [68], 

𝑆 =

[
 
 
 
 
 
𝑆11 𝑆12 𝑆13

𝑆12 𝑆22 𝑆23

𝑆13 𝑆23 𝑆33

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝑆44 0     0
0    𝑆55     0
0   0 𝑆66]

 
 
 
 
 

 

 

Donde los elementos que conforman esta matriz son los siguientes.  

              𝑆11 =
1

𝐸1
                                 𝑆12 = −

𝜈12

𝐸1
                                𝑆13 = −

𝜈13

𝐸1
 

              𝑆22 =
1

𝐸2
                                 𝑆23 = −

𝜈23

𝐸2
                                𝑆33 =

1

𝐸3
 

              𝑆44 =
1

𝐺23
                                𝑆55 =

1

𝐺13
                                   𝑆66 =

1

𝐺12
 

 

𝐶 =

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶12 𝐶22 𝐶23

𝐶13 𝐶23 𝐶33

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝐶44 0     0
0    𝐶55     0
0   0 𝐶66]

 
 
 
 
 

 

 

C se obtiene calculando la inversa de la matriz S, los elementos que la conforman son los 

siguientes.  

     𝐶11 =
𝑆22𝑆33−𝑆23𝑆23

𝑆
               𝐶12 =

𝑆13𝑆23−𝑆12𝑆33

𝑆
                𝐶22 =

𝑆33𝑆11−𝑆13𝑆13

𝑆
 

(1) 

 

(3) 

(2) 

 



14 
 

     𝐶13 =
𝑆12𝑆23−𝑆13𝑆22

𝑆
               𝐶33 =

𝑆11𝑆22−𝑆12𝑆12

𝑆
                𝐶23 =

𝑆12𝑆13−𝑆23𝑆11

𝑆
 

      𝐶44 =
1

𝑆44
                             𝐶55 =

1

𝑆55
                             𝐶66 =

1

𝑆66
 

El determinante de S se puede encontrar como sigue:  

Para encontrar el determinante de (1), se considera el siguiente método de Laplace para 

encontrar el determinante de una matriz mediante eliminación de filas.   

                                                         [𝑆] = ∑𝑎𝑖𝑗(−1)𝑖+𝑗|𝑆𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

                                                  (5)     

𝑆 = 𝑆11(−1)1+1
|
|

𝑆22 𝑆23 0  0        0
𝑆23 𝑆33 0   0        0
0
0
0

0
0
0

𝑆44

0
0

0    
𝑆55

0

0
0

𝑆66

|
|   +   𝑆12(−1)1+2

|
|

𝑆12 𝑆23 0  0        0
𝑆13 𝑆33 0   0        0
0
0
0

0
0
0

𝑆44

0
0

0    
𝑆55

0

0
0

𝑆66

|
|    + 

     +    𝑆13(−1)1+3
|
|

𝑆12 𝑆22 0  0        0
𝑆13 𝑆33 0   0        0
0
0
0

0
0
0

𝑆44

0
0

0    
𝑆55

0

0
0

𝑆66

|
|                         (6) 

En esta ecuación (6), los otros tres elementos nulos de la primera fila dan como resultado, tres 

valores nulos en la sumatoria (5).  En el primer determinante de la ecuación (6) se vuelve a aplicar 

la misma relación de Laplace.  

                       𝑆11 {𝑆22(−1)1+1 |

𝑆33 0 0    0
0 𝑆44 0    0

0
0

0
0

𝑆55

0

0
𝑆66

| + 𝑆23(−1)1+2 |

𝑆33 0 0    0
0 𝑆44 0    0

0
0

0
0

𝑆55

0

0
𝑆66

|}   = 

              𝑆11 { 𝑆22 [ 𝑆33(−1)1+1 |

𝑆44 0 0
0 𝑆55 0
0 0 𝑆66

| ] − 𝑆23 [ 𝑆23(−1)1+1 |

𝑆44 0 0
0 𝑆55 0
0 0 𝑆66

| ] }  = 

𝑆11{𝑆22𝑆33(𝑆44𝑆55𝑆66) −  𝑆23𝑆23(𝑆44𝑆55𝑆66)}  = (𝑺𝟏𝟏𝑺𝟐𝟐𝑺𝟑𝟑 − 𝑺𝟏𝟏𝑺𝟐𝟑𝑺𝟐𝟑)𝑺𝟒𝟒𝑺𝟓𝟓𝑺𝟔𝟔            (7) 

 

En el segundo determinante de la ecuación (6) se aplica la relación de Laplace (5),  

(4) 
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                      − 𝑆12 {𝑆12(−1)1+1 |

𝑆33 0 0    0
0 𝑆44 0    0
0
0

0
0

𝑆55

0

0
𝑆66

| + 𝑆23(−1)1+2 |

𝑆13 0 0    0
0 𝑆44 0    0
0
0

0
0

𝑆55

0

0
𝑆66

|}   = 

            − 𝑆12 { 𝑆12 [ 𝑆33(−1)1+1 |

𝑆44 0 0
0 𝑆55 0
0 0 𝑆66

| ] − 𝑆23 [ 𝑆13(−1)1+1 |

𝑆44 0 0
0 𝑆55 0
0 0 𝑆66

| ] }  = 

−𝑆12{𝑆12𝑆33(𝑆44𝑆55𝑆66) −  𝑆23𝑆13(𝑆44𝑆55𝑆66)}  = (𝑺𝟏𝟐𝑺𝟐𝟑𝑺𝟏𝟑 − 𝑺𝟏𝟐𝑺𝟏𝟐𝑺𝟐𝟑)𝑺𝟒𝟒𝑺𝟓𝟓𝑺𝟔𝟔        (8) 

Se hace lo mismo con el tercer determinante de la ecuación (6),  

                      𝑆13 {𝑆12(−1)1+1 |

𝑆23 0 0    0
0 𝑆44 0    0
0
0

0
0

𝑆55

0

0
𝑆66

| + 𝑆22(−1)1+2 |

𝑆13 0 0    0
0 𝑆44 0    0
0
0

0
0

𝑆55

0

0
𝑆66

|}   = 

             𝑆13 { 𝑆12 [ 𝑆23(−1)1+1 |

𝑆44 0 0
0 𝑆55 0
0 0 𝑆66

| ] − 𝑆22 [ 𝑆13(−1)1+1 |

𝑆44 0 0
0 𝑆55 0
0 0 𝑆66

| ] }  = 

𝑆13{𝑆12𝑆23(𝑆44𝑆55𝑆66) −  𝑆22𝑆13(𝑆44𝑆55𝑆66)}  = (𝑺𝟏𝟑𝑺𝟏𝟐𝑺𝟐𝟑 − 𝑺𝟏𝟑𝑺𝟐𝟐𝑺𝟏𝟑)𝑺𝟒𝟒𝑺𝟓𝟓𝑺𝟔𝟔        (9) 

Se suman las soluciones de (7), (8) y (9) y se igualan a cero,  

[𝑆] = 𝑆44𝑆55𝑆66[𝑆11𝑆22𝑆33 − 𝑆11𝑆23𝑆23 + 𝑆12𝑆23𝑆13 − 𝑆12𝑆12𝑆33 + 𝑆13212𝑆23 − 𝑆13𝑆22𝑆13] = 0   

Finalmente,  

𝑺 = 𝑺𝟏𝟏𝑺𝟐𝟐𝑺𝟑𝟑 − 𝑺𝟏𝟏𝑺𝟐𝟑𝑺𝟐𝟑 − 𝑺𝟏𝟐𝑺𝟏𝟐𝑺𝟑𝟑 − 𝑺𝟏𝟐𝑺𝟏𝟐𝑺𝟑𝟑 − 𝑺𝟏𝟑𝑺𝟏𝟑𝑺𝟐𝟐 + 𝟐𝑺𝟏𝟐𝑺𝟏𝟑𝑺𝟐𝟑         (10) 

La importancia de este tipo de simetría es que de ella se desprenden dos tipos muy importantes 

de simetrías, la transversalmente isotrópica y la isotrópica, las cuales se muestran a continuación.  
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1.8.2. Materiales con simetría isotrópica.  

Este tipo de materiales tienen la característica de poseer los mismos valores de propiedades en 

las tres direcciones de sus ejes, lo mismo aplica para los tres planos principales, 1-1,1-2 y 2-3.  

La matriz de permitividad que describe a este tipo de materiales es la siguiente,  

 

          𝑆 =

[
 
 
 
 
 
𝑆11 𝑆12 𝑆12

𝑆12 𝑆11 𝑆12

𝑆12 𝑆12 𝑆11

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝑆44 0     0
0    𝑆44     0
0   0 𝑆44]

 
 
 
 
 

                                  (11) 

 

Donde los elementos de la matriz vienen dados por,  

                   𝑆11 =
1

𝐸
        𝑆12 = −

𝜈

𝐸
        𝑆44 =

1

𝐺
=

2(1 + 𝜈)

𝐸
                        (12) 

La matriz de rigidez es,  

                                𝐶 =

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶12

𝐶12 𝐶11 𝐶12

𝐶12 𝐶12 𝐶11

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝐶44 0     0
0    𝐶44     0
0   0 𝐶44]

 
 
 
 
 

                                   (13) 

Donde los elementos son,  

𝐶11 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 + 2𝜈)
             𝐶12 =

(1 − 𝜈)𝐸

(1 + 𝜈)(1 + 2𝜈)
         𝐶44 = 𝐺 =

𝐸

2(1 + 𝜈)
        (14) 

                               

Ejemplos típicos de materiales con simetría isotrópica son las resinas epóxicas.  
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1.8.3. Materiales con simetría transversalmente isotrópica.  

Estos materiales se distinguen por tener las mismas propiedades en dos de sus direcciones con 

la tercera dirección siendo cero. Esto nos indica que dos de sus planos de simetría poseen las 

mismas propiedades y uno es diferente.  

En este tipo de simetría tendremos la siguiente matriz de permitividad,  

                                                𝑆 =

[
 
 
 
 
 
𝑆11 𝑆12 𝑆12

𝑆12 𝑆22 𝑆23

𝑆12 𝑆23 𝑆22

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝑆44 0     0
0    𝑆55     0
0   0 𝑆55]

 
 
 
 
 

                             (15) 

Donde los elementos matriciales tienen los siguientes valores.  

𝑠11 =
1

𝐸1
                 𝑆12 = −

𝜈12

𝐸1
          𝑆22 =

1

𝐸2
         𝑆23 = −

𝜈23

𝐸2
 

                                                     𝑆44 =
1

𝐺23
=

2(1 + 𝜈23)

𝐸2
               𝑆55 =

1

𝐺12
                          (16) 

 

La matriz de rigidez es, 

                                   𝐶 =

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶12

𝐶12 𝐶22 𝐶23

𝐶12 𝐶23 𝐶22

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝐶44 0     0
0    𝐶55     0
0   0 𝐶55]

 
 
 
 
 

                               (17) 

Los elementos matriciales vienen dados por:  

𝐶11 =

1
𝐸2

2 − (
𝜈23
𝐸2

)
2

𝑆
                     𝐶12 =

𝜈12
𝐸1

𝜈23
𝐸2

+
𝜈12
𝐸1𝐸2

𝑆
                 𝐶22 =

1
𝐸1𝐸2

− (
𝜈23
𝐸1

)
2

𝑆
    

 

𝐶23 =
(
𝜈12
𝐸1)

2
+

𝜈23
𝐸1𝐸2

𝑆
              𝐶44 =

2(1 + 𝜈23)

𝐸2
            𝐶55 =

2(1 + 𝜈12)

𝐸1
              (18) 
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El valor S del determinante (10) considerando relaciones de simetría transversalmente isotrópica 

es,  

                               𝑆 =
1

𝐸1

1

𝐸2
2 −

1

𝐸1
(
𝜈23

𝐸2
)
2

−
2𝜈23

𝐸2
(
𝜈12

𝐸1
)
2

                                               (19) 

El cual es obtenido utilizando (4) y (10), conocemos los valores de los elementos de (16) y 

tomamos las relaciones de simetría dados en la estructura de la matriz (17). Ejemplos de 

materiales que poseen este tipo de simetría son las fibras de carbono, los nanotubos de carbono 

(nFC) y las nanohojuelas de grafeno (GnPs). 

1.9. El método de Mori-Tanaka.  

Las propiedades mecánicas, deformaciones locales y campos de esfuerzo promedios, 

ocasionados dentro de fases de sólidos heterogéneos, por deformaciones uniformes o esfuerzos 

aplicados, son a menudo derivados mediante estimados de campos locales en inclusiones 

homogéneas elipsoidales e inhomogeneidades, embebidas en un gran volumen, llámese matriz, 

llámese “medio de comparación” [9]. Este método es muy atractivo, debido a la relativa 

simplicidad para evaluar los campos locales, así como la adaptabilidad que pueden tener las 

formas elipsoidales, como pueden ser, discos, cilindros, esferoides y esferas [68-70]. 

El método de Mori-Tanaka (M-T), es una poderosa herramienta que podemos utilizar para 

conocer la matriz de rigidez promedio de un material sólido, el cual contiene varias fases en él. 

Estas fases en el caso de un material compuesto pueden ser, una fase de refuerzo como por 

ejemplo las fibras de carbono y una fase continua, como lo es la matriz del material. Estas fases 

pueden ser N cantidad. Supongamos un volumen de un material Ω1, con una rigidez 𝐶1. Este 

volumen tiene inmerso dentro de ella una inhomogeneidad o también llamada inclusión no diluida, 

la cual posee un volumen Ω𝑟 así como también posee una rigidez 𝐶𝑟. De tal forma que se cumple 

Ω1 ≫ Ω𝑟. Este método aproxima la interacción entre fases de un sistema basado en matriz, 

considerando a cada refuerzo 𝑳𝒓 como una inhomogeneidad solitaria Ω𝑟, embebida en un gran 

volumen Ω1 de la matriz 𝑳𝟏. Se aplica una deformación 𝜺𝟏 o un esfuerzo 𝝈𝟏, en la fase matriz, en 

una frontera remota [71].  

Se usa una deformación promedio 𝜀1 en una única inhomogeneidad 𝐿𝑟, estas relaciones tienen 

la forma: 

                                         𝜺𝒓 = 𝑻𝒓𝜺𝟏            𝑻𝒓 = [𝑰 + 𝑷(𝑳𝒓 − 𝑳𝟏)]
−1                                      (20) 
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Donde el tensor de Eshelby 𝑺 = 𝑷𝑳𝟏 y los tensores 𝑷 = (𝑳∗ + 𝑳𝟏)
−1 y 𝑳∗ son evaluados en 𝑳𝟏. El 

tensor 𝑳∗ representa el tensor de constricción de Hill, el cual representa la rigidez de una cavidad 

elipsoidal.    

El promedio de deformación local se puede encontrar de la siguiente manera,  

𝜺𝟏 = 𝑨𝟏𝜺
𝟎 = [𝑐1𝑰 + ∑ 𝑐𝑠𝑻𝒔

𝑛

𝑠=2 

]

−1

𝜺𝟎 

 

𝜺𝒓 = 𝑨𝒓𝜺
𝟎 = 𝑻𝒓  [𝑐1𝑰 + ∑ 𝑐𝑠𝑻𝒔

𝑛

𝑠=2 

]

−1

𝜺𝟎 

El tensor de rigidez de un sistema multifase con 𝑟 = 1,2,… , 𝑛, es,                                                                                                      

La siguiente figura 1.9 nos explica claramente el funcionamiento de este método.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.9. El método de Mori-Tanaka, las rigideces de las inhomogeneidades y la matriz son 

denotadas por 𝐿𝑟 y por 𝐿1 = 𝐿0 respectivamente. 

  

𝑳 =  ∑𝑐𝑟𝑳𝒓𝑨𝒓 =

𝑛

𝑟=1

 [∑𝑐𝑟𝑳𝒓𝑻𝒓

𝑛

𝑟=1

] [∑𝑐𝑠𝑻𝒔

𝑛

𝑠=1

]

−1

 

 

𝑳 = 𝑳𝟏 + [∑𝑐𝑟(𝑳𝒓 − 𝑳𝟏)𝑻𝒓

𝑛

𝑟=2

] [∑𝑐𝑠𝑻𝒔

𝑛

𝑠=1

]

−1

 

 

𝜕Ω1, 𝜺𝟏 

Ω1, 𝑳𝟏 

Ω𝑟, 𝑳𝒓 

(21) 

(22) 
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1.10. El método de elementos finitos, su proceso y utilidad.  

Es amplia la literatura que aborda el tema de elementos finitos [12, 72-74], las definiciones para 

el método de elementos finitos son variadas pero todas ellas conducen a la misma definición. El 

Método de Elementos Finitos, consiste en subdividir a un cuerpo, que en esencia es de una, dos 

o tres dimensiones en varios, miles o millones de elementos que se encuentran unidos por nodos, 

los cuales forman un conglomerado llamado malla.  

 

 

Figura 1.10 Se define el proceso para realizar un análisis de elemento finito [74]. 

 

 

Bathe [74], en su libro comenta que los procedimientos para el método de elementos finitos son 

ahora importantes y de frecuente uso, así como también una parte fundamental en el análisis y 

diseño en ingeniería. Prácticamente usado en todas las ramas de ingeniería, desde la civil, hasta 
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la aeroespacial. Gran parte de esta colonización que ha tenido el método en la ingeniería ha ido 

de la mano del aumento en la potencia de cálculo en los ordenadores. La figura 1.10 ejemplifica 

el proceso de un análisis por elementos finitos.  

 

1.11. Unidades diferenciales básicas de elemento finito usadas en este estudio. 

Gran parte de la versatilidad de este método se obtiene por los bloques elementales de 

construcción a partir de los cuales se pueden generar geometrías más complicadas o elaboradas, 

algunos de los bloques elementales son los siguientes.   

1.11.1 Elemento prisma triangular (wedge). Este elemento C3D6 es base para este trabajo, es 

de propósito general, posee 6 nodos, como se muestra en la figura 1.11 siguiente. Se ha utilizado 

para construir la matriz y la fibra del VER. 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.11. Elemento tipo cuña de 6 nodos. 

ABAQUS posee una librería que nos permite escoger entre elementos de interpolación de primer 

y de segundo orden, dependiendo de las capacidades de nuestro ordenador podremos hacer uso 

de mayor potencia de cálculo y de esta forma obtener resultados más refinados.  

En el caso de los elementos sólidos en dos dimensiones, disponemos de elementos triangulares 

y cuadriláteros, con una familia que incluye,   

• Elementos cohesivos.  

• Elementos para transferencia de calor.  

• Elementos de deformación plana.  

• Elementos de esfuerzo plano.  

1 

2 
3 

6 4 

5 
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Para los elementos sólidos en tres dimensiones, disponemos de elementos prismáticos 

triangulares y elementos hexaédricos, tetraédricos y elementos prismáticos triangulares, con 

una familia que incluye,  

  -Elementos de esfuerzos 3D.    -Elementos cohesivos. -Elementos cilíndricos. 

-Elementos piezoeléctricos. -Elementos porosos.   

A continuación, se presenta el concepto básico de Elemento Finito (FEM) en la siguiente figura 

1.12 representativa. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.12. Proceso básico de discretización de un cuerpo, este se divide en varios o miles de 

elementos, cada uno de los cuales conectado por nodos los que a su vez forman un entramado 

llamado malla. 

 

1.11.2. Elemento cúbico de ocho nodos.  

En esta tesis se ha utilizado este elemento para construir la interfase del VER. Considérese un 

elemento cubo definido en un sistema general de coordenadas x, y. Este elemento puede ser 

formulado considerando un sistema de coordenadas naturales 𝜉, 𝜂, 𝜁, tal como se muestra en la 

figura 1.13 [75]. 

Las ideas básicas del elemento finito surgieron a finales de 1941, como parte del análisis 

estructural en cuerpos de aeronáutica. Hrennikoff [76], presentó una solución a problemas de 

elasticidad usando el llamado “frame work method”. En 1943 Courant [77], publicó un estudio en 

el que se usaban polinomios de interpolación sobre subregiones triangulares, con lo que se 

modelaban problemas de torsión. El término de elemento finito se debe a Clough en 1960 [78].  

 

 

Dominio 

Malla 

Elemento prisma triangular 

Nodos 
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Figura 1.13. Elemento cúbico isoparamétrico de 8 nodos. 

1.12. Criterio de convergencia.  

Tomando en cuenta el criterio de convergencia para problemas elemento finito que se trata en el 

libro de Zienkiewicz y Taylor [72]. La función de desplazamiento que se toma en cuenta debe ser 

tal que no permita que ocurran deformaciones en los elementos cuando los desplazamientos en 

los nodos sean ocasionados por movimiento de cuerpo rígido. Las condiciones de frontera 

tomadas para cada VER son tales que evitan que los movimientos de cuerpo rígido tengan lugar. 

En el caso de las condiciones de frontera para la prueba de tensión, se listan a continuación.  

𝑈𝑥 = 0 𝑒𝑛 𝑎𝑟𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑉𝐸𝑅, 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥𝑦. Esta condición evita que el VER en su totalidad se mueva en 

dirección x.  

𝑈𝑦 = 0 𝑒𝑛 𝑎𝑟𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑉𝐸𝑅, 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥𝑦. Esta condición evita que el VER en su totalidad se mueva en 

dirección y.  

𝑈𝑧 = 0 𝑒𝑛 𝑡𝑜𝑑𝑎 𝑙𝑎 𝑐𝑎𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑥𝑦 𝑑𝑒𝑙 𝑉𝐸𝑅.  Esta condición fija al VER en una de 

sus caras. 

Estas tres condiciones evitan que se presente movimiento de cuerpo rígido en el VER, de tal 

forma que no se generen distribuciones de esfuerzos que sean poco acordes a la realidad. Las 

condiciones mencionadas en esta sección se presentan de manera más detallada en la sección 

diseño del volumen elemental representativo.  

1.12.1 Convergencia en elementos finitos.  

Las simulaciones con un mallado simple pueden resolverse de manera rápida, pero los resultados 

pueden no ser precisos. Cuando uno considera simulaciones que son complejas en cuanto a su 

mallado, pueden proveer de muy buena precisión en los resultados, pero toman muchas horas o 
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incluso días para realizar el trabajo computacional, esto aunado a las características del equipo, 

cantidad de memoria RAM, espacio de almacenamiento en SSD o disco mecánico, el tipo de 

procesador que tengamos, etc. Generalmente los softwares computacionales usan una serie de 

puntos discretos para colocar nodos a los cuales se les asigna grados de libertad o condiciones 

de frontera. Por lo tanto, mientras más puntos tomemos en cuenta, mayor será la captura de 

comportamiento estructural. Podemos mencionar que, si consideramos pocos grados de libertad 

o condiciones de frontera (DOF’s, por sus siglas en inglés) en nuestro modelo, podemos tener 

una respuesta incorrecta. Si por el contrario tomamos en cuenta muchos grados DOF’s, nuestra 

simulación puede durar días en concretarse. Por lo tanto, la manera en la que podemos 

desarrollar un modelo de elemento finito eficiente es, mediante la utilización del concepto de 

convergencia e independencia del mallado.  

Convergencia. La convergencia de mallado determina cuántos elementos son requeridos en un 

modelo para asegurar que los resultados del análisis no sean afectados por el cambio en el 

tamaño del elemento que conforma el mallado. La respuesta del sistema en cuanto a esfuerzos 

y deformaciones convergerán a una solución repetible mientras el tamaño de nodos disminuye.  

La siguiente figura 1.14 ejemplifica lo mostrado.  

 

 

 

 

 

Figura 1.14. A mayor número de elementos en la simulación, podemos tener resultados que se 

aproximen más a la solución exacta, este número converge a un valor en específico para los 

resultados de MEF. 

Independencia de mallado. Siguiendo el concepto de convergencia, el refinamiento adicional 

del mallado no afecta los resultados. En estos valores de número total de elementos en el mallado 

se logra independencia para los resultados del sistema [79]. 
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1.12. Relevancia del trabajo. 

La relevancia de este trabajo radica en el hecho de que se relaciona el comportamiento nano-

mecánico de la interfase que en sí, es un material compuesto, a base de resina epóxica con 

nanohojuelas de grafeno, con el comportamiento micromecánico de un volumen elemental 

representativo, a base de fibra de carbono modificada con nanohojuelas de grafeno y resina 

epóxica sometido a distintos tipos de carga, esto es tensión, compresión, cortante y el 

comportamiento de un laminado del mismo material compuesto, considerando el estado de 

esfuerzos alrededor de una unión mecánica en donde coexisten esfuerzos de tensión, 

compresión y cortante. Se trata de relacionar el comportamiento macromecánico con el 

comportamiento micromecánico y el efecto de la presencia del grafeno en la interfase. 

En este trabajo se propone realizar el estudio considerando un VER en las zonas de carga 

representativas considerando la existencia de una región interfacial con nanohojuelas de óxido 

de grafeno. 

• Cada VER será sometido a esfuerzos cíclicos, para poder responder a la interrogante de 

si la inclusión de estas nanohojuelas de óxido de grafeno mejorará la vida útil del 

compuesto laminado.  
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HIPÓTESIS  

La modificación interfacial fibra de carbono-resina epóxica utilizando nanohojuelas de grafeno 

debe mejorar el desempeño del laminado de material compuesto multiescala sometido a un 

estado de esfuerzos complejo en la zona cercana a un orificio en una unión mecánica tanto para 

cargas estáticas como dinámicas.  

 

OBJETIVO GENERAL  

Analizar el efecto de la incorporación de nanohojuelas de carbono en la superficie de las fibras 

de carbono para crear una interfase fibra-matriz multiescala por medio de un análisis numérico 

macro-mecánico del estado de esfuerzos en una unión de pasador y un análisis micromecánico 

en las zonas de carga conocidas alrededor de un orificio de una unión mecánica de un laminado 

por medio de pasador, utilizando el método de elementos finitos.  

 

OBJETIVOS PARTICULARES  

1. Definición de la geometría de un volumen elemental representativo de un material 

compuesto con fibras de carbono unidireccionales modificadas con nanohojuelas de 

grafeno. 

2. Construir un modelo representativo de una unión mecánica.  

3.  Estimación de las propiedades E,, de la interfase compuesta por nanohojuelas de óxido 

de grafeno y resina epóxica, utilizando el modelo de Mori-Tanaka modificado por Tandom 

y Weng 

4. Analizar con el MEF cada VER sometido a tensión, compresión y cortante con cargas 

estáticas y periódicas. 

5. Analizar el comportamiento de la unión en función de los resultados del modelo y del 

comportamiento de los VER. 
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CAPÍTULO 2 

METODOLOGÍA 

Este análisis consta de dos partes fundamentales, primeramente, se realizará un análisis de una 

unión mecánica sometida a tensión para identificar el estado de esfuerzos en distintos puntos 

alrededor del orificio, y en especial en las zonas de alta tensión, compresión y cizallamiento. 

Seguidamente, se deberán diseñar los VERs sin y con la incorporación de la interfase, para 

después realizar una comparación entre las diferencias que ocurren para los estados de 

esfuerzos alrededor del orificio, para el caso de esfuerzos estáticos y dinámicos, para los casos 

de esfuerzo en tensión, compresión y cortante. Tendremos los siguientes VER que se muestran 

en la tabla 2.1, considerando elasticidad. Y se realizarán los siguientes VER que se muestran en 

la tabla 2.2, considerando comportamiento viscoelástico. 

Tabla 2.1. Tipos de VER y el análisis a realizar. Se analizarán 12 casos en total, 6 para el caso 

sin interfase y 6 para el caso con interfase, considerando comportamiento elástico. 

 

 

 

 

 

 

Tabla 2.2. Tipos de VER y el análisis a realizar. Se analizarán 12 casos en total, 6 para el caso 

sin interfase y 6 para el caso con interfase, considerando comportamiento viscoelástico.  

 

 

 

 

 

VER ESTÁTICO DINÁMICO 

Tensión 1 1 

Compresión 1 1 

Cortante 1 1 

VER CON INTERFASE   

Tensión 1 1 

Compresión 1 1 

Cortante 1 1 

VER ESTÁTICO DINÁMICO 

Tensión 1 1 

Compresión 1 1 

Cortante 1 1 

VER CON INTERFASE   

Tensión 1 1 

Compresión 1 1 

Cortante 1 1 
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Las figuras 2.1 y 2.2 resumen todas las simulaciones que se realizaron en este trabajo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.1. Mapas conceptuales, indicando todas las simulaciones y los parámetros a 

considerar para los VER. 

 

 

Figura 2.2. Mapa conceptual, indicando las características de la simulación para el laminado 

macroscópico. 
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Posteriormente se definirán los valores de módulos y relaciones de Poisson de la fibra y de la 

matriz, obtenidas de la literatura. Las propiedades de la interfase serán estimadas utilizando el 

método de Mori-Tanaka, para las inclusiones no diluidas en un medio homogéneo. Las partículas 

no diluidas son inhomogeneidades, cuya fase es distinta a la del volumen en la que se encuentran 

inmersas. En este estudio, se toma en cuenta como factor fundamental para considerar a la 

partícula como no diluida, el tamaño de la misma. Una nanohojuela de grafeno, por ejemplo, tiene 

un diámetro menor a 1 micrómetro.   

 Un punto muy importante a considerar es la forma en la que se obtendrán estas propiedades 

promedio en la interfase. Esto se realizará utilizando el método de Mori-Tanaka, el cual es 

ampliamente discutido en [68], en este método se considera el tensor de rigidez y de “compliance” 

de la matriz, así como el tensor de rigidez de las inclusiones no diluidas, para obtener un tensor 

de rigidez promedio para el material compuesto.  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Figura 2.3. Se ejemplifica en este diagrama el proceder metodológico que se tendrá en este 

trabajo. 

En el caso del laminado macromolecular, serán tomadas en cuenta las propiedades de la fibra y 

de la matriz, para hacer las simulaciones en ABAQUS®. 

 

 

 

Diseño de celda representativa en 
ABAQUS 

Realizar corrida del modelo de un VER en 
ABAQUS y obtener valores para los 
esfuerzos de tensión, compresión y cortante 
para la celda unitaria y para las zonas 
representativas del laminado. 

Analizar los datos obtenidos para realizar 
gráficas de esfuerzo contra deformación, 
mapas de contorno de esfuerzos de tensión, 
compresión y cortante.  

Reportar resultados 

Alimentar al programa de FEM 

con los valores de E y  para la 
fibra y la matriz. 

Alimentar al programa de MEF 

con los valores de E y  para la 
interfase estimados con Mori-
Tanaka (Tandom y Weng). 
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CAPÍTULO 3 

ANÁLISIS MICROMECÁNICO 

Para poder realizar los cálculos tensoriales relacionados con la teoría de Mori-Tanaka, fue 

necesario obtener el tensor de Eshelby, ya que este no se encuentra en la literatura para el caso 

específico cuando las inhomogeneidades ó nanoinclusiones son los GnPs.  

George Dvorak en su libro [71], comenta sobre el tensor de Hill, que viene representado en 

función del tensor de Eshelby y el tensor de permitividad. 

                                      𝑃 = 𝑊𝐶−1 = 𝑊𝑆                                       (23) 

Donde 𝑊 es el tensor de Eshelby y 𝐶−1,  es la inversa del tensor de rigidez y 𝑆, es el tensor de 

permitividad, donde se entiende que la inversa del tensor de rigidez es igual al tensor de 

permitividad.  

Ahora bien, se comenta en [71] que, el tensor de Hill para el caso de un disco plano que reside 

en un plano transversalmente isotrópico, que yace en el plano 𝑥2𝑥3 con normal paralela a la 

dirección 𝑥1. 

La forma está definida como,  

                                                      
𝑥2

2

𝑎2
2 +

𝑥3
2

𝑎3
2 ≤ 1                                                 (24) 

Los compontes no nulos de la matriz P son los siguientes,  

                   𝑃33 =
1

𝐿33
              𝑃44 =

1

𝐿44
              𝑃55 =

1

𝐿55
                   (25) 

Estos valores son, 𝐿33 = 𝑛, 𝐿44 = 𝐿55 = 2𝑝. Cabe mencionar que estos son los conocidos 

parámetros de Hill, estos parámetros, son en realidad módulos elásticos que fueron introducidos 

por R. Hill, para simplificar las expresiones matemáticas que involucran manipular tensores de 

cuarto orden para simetrías transversalmente isotrópicas.  Es decir, que los módulos elásticos de 

materiales compuestos fibrorreforzados con fases transversalmente isotrópicas, están 

relacionados por relaciones universales que son independientes de la geometría para una 

concentración dada [80]. 

Estos parámetros vienen definidos por las siguientes expresiones,  
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𝑘 = [
2(1 − 𝜈23)

𝐸22
−

4𝜈12
2

𝐸11
]

−1

 

                                                             𝑛 = 𝐸11 + 4𝑘𝜈12
2                                                           (26) 

𝑝 = 𝐺21 

Donde el parámetro 𝑘 es el módulo volumétrico (bulk) para deformación plana, considerando 

dilatación lateral sin extensión longitudinal [80].  

El parámetro 𝑛 es el módulo de esfuerzo uniaxial longitudinal [80].  

Y se tiene que 𝑝 es el módulo de rigidez para cortantes en cualquier dirección transversal [80]. 

R. Hill [80], igual menciona que en caso de tener un sólido isotrópico, se tendrá la siguiente 

conexión,  

                                   𝑛 = 𝑘 + 𝑝                                                  (27) 

La cual evidentemente se cumple en (26). 

Cabe mencionar que este tensor de Hill viene dado en función de las propiedades de la matriz 

epóxica, las cuales se presentan a continuación en la tabla 3.1.  

Tabla 3.1. Los valores utilizados para el módulo elástico y la relación de Poisson para la matriz 

epóxica, [10]. 

Matriz Epóxica 

𝐸𝑚(𝐺𝑃𝑎) 3 

𝜈𝑚 0.35 

𝜌𝑚 (𝐾𝑔/𝑚3) 1301 

 

Con estos valores para la matriz epóxica, procedemos a calcular los valores de k, n y p, cuyas 

relaciones se simplifican mucho al tener un material isotrópico en esencia.  

𝑘 = [
2(1 − 𝜈𝑚) − 4𝜈𝑚

2

𝐸𝑚
] = 3.7037

1

𝐺𝑃𝑎
 

                                 𝑛 = 𝐸𝑚 + 4𝑘𝜈𝑚
2 = 4.8148 𝐺𝑃𝑎                            (28) 

𝑝 = 𝐺 = 1.11 𝐺𝑃𝑎 
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Con estos parámetros de Hill, el tensor de Hill queda de la siguiente manera,  

 𝑃 =

[
 
 
 
 
 
0 0 0
0 0 0
0 0 1/𝑛 

0      0         0
0      0         0
0      0        0

0 0 0    
0 0 0    
0 0 0    

1/2𝑝 0        0
0    1/2𝑝  0
0   0      0]

 
 
 
 
 

 

                                  𝑃 =

[
 
 
 
 
 
0 0 0
0 0 0
0 0 0.21

0      0    0
0      0    0
0      0   0

0 0 0    
0 0 0    
0 0 0    

0.45 0  0
0    0.45   0
0   0   0]

 
 
 
 
 

                       (29) 

 

Tomando en cuenta (23), se procede a “despejar” al tensor de Eshelby de esa ecuación matricial. 

                                                       [𝑃] ∙ [𝐶] = [𝑊] ∙ [𝐶−1] ∙ [𝐶]                                                  (30) 

Por lo tanto, el tensor de Eshelby se puede encontrar como,  

                                                                 [𝑊] = [𝑃] ∙ [𝐶]                                                                 (31) 

La matriz de rigidez para la matriz epóxica es:  

 

                                             𝐶 =

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶12

𝐶12 𝐶11 𝐶12

𝐶12 𝐶12 𝐶11

0      0      0
0      0      0
0      0      0

0       0     0
0       0     0
0      0    0

𝐶44 0     0
0    𝐶44     0
0   0 𝐶44]

 
 
 
 
 

                                        (32) 

Con los siguientes valores para los elementos matriciales [6].  

𝐶11 =
𝐸𝑚

(1 + 𝜈𝑚)(1 + 2𝜈𝑚)
              𝐶12 =

(1 − 𝜈𝑚)𝐸𝑚

(1 + 𝜈)(1 + 2𝜈)
           𝐶44 = 𝐺 =

𝐸𝑚

2(1 + 𝜈𝑚)
           (33) 

Al realizar las operaciones en (28), se consideran (31), (32) y (33), para obtener el tensor de 

Eshelby W.  
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                                     𝑊 =

[
 
 
 
 
 

0 0     0
0 0     0

𝑃33𝐶12 𝑃33𝐶12 𝑃33𝐶11

0            0      0
0             0      0
0              0      0

0              0           0
0              0           0
0              0           0

𝑃44𝐶44 0 0
0    𝑃44𝐶44  0
0   0  0]

 
 
 
 
 

                               (34) 

Donde los coeficientes vienen dados por,  

          𝑃33𝐶12 =
(1 − 𝜈𝑚)𝐸𝑚

(1 + 𝜈𝑚)(1 + 2𝜈𝑚)𝑛
              

                                                        𝑃33𝐶11 =
𝐸𝑚

(1 + 𝜈𝑚)(1 + 2𝜈𝑚)𝑛
                                                      (35) 

𝑃44𝐶44 =
𝐸𝑚

4(1 + 𝜈𝑚)𝑝
 

La siguiente tabla 3.2, resume las propiedades de las fibras de carbono.  

Tabla 3.2. Propiedades de la fibra de carbono, usadas en este estudio. 

Fibra de Carbono  

𝐸11(𝐺𝑃𝑎) 241 

𝐸22(𝐺𝑃𝑎) 21  

𝐸33 (𝐺𝑃𝑎) 21 

𝜈12 0.25 

𝜈13 0.25 

𝜈23 0.265 

𝐺12 (𝐺𝑃𝑎) 28 

𝐺13(𝐺𝑃𝑎) 28 

𝐺23(𝐺𝑃𝑎) 8.3 

𝜌(𝐾𝑔/𝑚3)  1780 
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Tómese en cuenta la siguiente figura 3.1, la cual muestra las direcciones principales en una 

nanohojuela.  

 

 

 

 

 

Figura 3.1. Estas direcciones servirán de referencia para la tabla 3.3, en la cual, se listan las 5 

propiedades independientes para un material con simetría transversalmente isotrópica. 

Pawlik [81] lista las propiedades de los GnPs, los cuales son considerados como un material con 

simetría transversalmente isotrópica, se presentan en la Tabla 5.3. 

Tabla 3.3. Cinco propiedades independientes que se tienen para este tipo de simetría, 

utilizadas para obtener las otras 4 constantes faltantes de los GnPs [81].   

GnPs 

𝐸1 (𝑇𝑃𝑎) 0.77 

𝐸3 (𝑇𝑃𝑎) 0.40 

𝐺13 (𝐺𝑃𝑎) 78 

𝜈12 0.03 

𝜈13 0.81 

 

Las otras 4 propiedades se resumen en la tabla 3.4, se pueden encontrar mediante relaciones de 

simetría transversal y considerando la relación de Maxwell-Betti. 

Tabla 3.4. Relaciones utilizadas por medio de fundamentos de simetría. 

GnPs 

𝐸2 (𝑇𝑃𝑎) 0.77 

𝐺23(𝐺𝑃𝑎) 78 

𝐺12(𝐺𝑃𝑎) 373.8 

𝜈23 0.81 

 

3 

2 
1 
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CAPÍTULO 4 

ANÁLISIS DE ELEMENTO FINITO 

En la figura 4.1 se representa en forma esquemática el volumen elemental representativo que 

considera una fibra completa rodeada de cuatro cuartos de fibra para formar un empaquetamiento 

cuadrado con una fracción de volumen de fibra específico. Las dimensiones se han especificado 

para que, en este caso se tenga un 60% de volumen fraccional de fibras de carbono. Se considera 

una longitud del VER de 39 µm.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.1. a) Volumen elemental representativo (VER) con un empaquetamiento 

cuadrado, con una longitud de 39𝜇𝑚. b) Espesor de la interfase, 0.35𝜇𝑚. 

 

0.35𝜇𝑚 

b) 

39𝜇𝑚 

a) 

Matriz Resina Epóxica 
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Para el radio de la fibra de 𝑟𝑓 = 3𝜇𝑚 se tiene que, para obtener un 𝑉𝑓 = 60%, se debe considerar 

un valor de 𝑎 = 9.7082𝜇𝑚. Se implementará este modelo en ABAQUS®, para su posterior 

evaluación considerando cargas de deformación estáticas y periódicas. Se hace uso de las tablas 

3.1-3.4, para alimentar al software de elemento finito, ABAQUS®. 

4.1. Diseño del laminado macroscópico y condiciones de frontera. 

Las siguientes condiciones de frontera se han utilizado para el laminado macroscópico. En el lado 

derecho, que yace sobre el eje y en la figura 4.2, tenemos fija la condición 𝑈𝑥 = 0, en el borde 

inferior sobre el eje x, tenemos 𝑈𝑦 = 0. El esfuerzo 𝜎Ԧ, se aplica únicamente en el cuarto de círculo 

delimitado por las líneas punteadas. La dirección del mismo es en dirección del eje y (𝑒̂𝑦).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.2. Condiciones de frontera utilizadas en el laminado estudiado. A la derecha se 

observa una ampliación que muestra la mitad del orificio en el laminado, así como la dirección 

de la aplicación del esfuerzo en el borde del orificio, para cada valor de ángulo respectivo. 

𝜃 

𝝈ሬሬԦ = 𝝈ൣ𝒄𝒐𝒔𝜽𝒆ො𝒚൧ 

Esta carga está aplicada solo en 

ese cuarto de circunferencia, 

delimitado por líneas punteadas.  

Ux=0 

Uy=0 

𝜃1 

𝜃𝑛 

𝜃0
⬚

 

𝜃 = 0°, 4.28°, 90° 

X 

y 
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Se presenta a continuación en la figura 4.3, la división del laminado en elementos unidos por 

nodos para formar la región llamada mallado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.3. Se observa el tipo de elemento cuadrilátero bidimensional que se ha utilizado para 

mallar el laminado. 

A continuación, se presenta una ampliación de la zona alrededor del orificio.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.4. La distribución de los elementos alrededor del orificio del laminado. 
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Aprovechando la simetría que presenta el laminado, y con las condiciones de frontera adecuadas, 

se ha disminuido la carga de cálculo computacional, esto ayuda a tener una simulación más 

rápida y eficiente.  El tipo de elemento que se ha utilizado en este laminado es un cuadrilátero 

para estrés plano, con integración reducida, (CPS4R). 

  

4. 2. Consideraciones para la simulación del laminado CF/Epoxi/GnPs en elemento finito. 

 

1. Para la simulación se presentan los siguientes diagramas de contorno de esfuerzos:  

 

 

 

 

 

 

2. El valor de la deformación aplicada es de 1𝜇𝑚 en dirección vertical (+Y), y es aplicada en el 

arco que subtiende el cuarto de circunferencia del orificio ubicado en el segundo cuadrante.  

3. El tiempo de la simulación es de 100 s.  

4. Los valores de propiedades efectivas para el laminado, E, 𝜈 y G, se tomaron de [44], estos 

valores se presentan considerando la inclusión de nanohojuelas de grafeno en la interfase del 

material compuesto, las cuales fueron obtenidas mediante pruebas mecánicas.   

 

 

 

 

 

 

  𝜎11, 𝜎22, 𝜎12 

Los esfuerzos principales máximo 𝜎1 y mínimo 𝜎2. 

Para la prueba de corte se presentan, el esfuerzo de corte máximo y máximo absoluto. 
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4.3. Diseño del volumen elemental representativo (VER). 

El diseño del volumen elemental representativo ha quedado de la siguiente forma en el Software 

ABAQUS®, se muestra en la Figura 4.5.  

Figura 4.5. Las dimensiones son tales para un volumen fraccional de fibras de 60%. 

4.3.1 Condiciones de frontera.  

En el caso de tensión, compresión y de cortante, se tienen las siguientes condiciones de frontera, 

mostradas en las imágenes 4.6 y 4.7 respectivamente.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.6.  En el caso de la cara lateral derecha (en el plano x-y), se aplica una deformación 

en sentido +z considerando una tensión y en –z considerando una compresión. 

 

L 

Nodos en toda 
esta superficie 

Uz= 0.0 

Nodos en este borde 

Uy= 0.0 

Nodos en este borde 

Ux= 0.0 

Nodos en esta superficie: 
Se somete al elemento a 
una deformación en z igual 
a 4 𝜇𝑚 z 

x 

y 
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En el caso del cortante tendremos las siguientes condiciones de frontera. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.7. En el caso de la cara superior (plano y-z) se aplica una deformación tangente a esta 

cara en la dirección +z. 

La siguiente figura 4.8 muestra una ampliación del VER y la manera en que fue aplicada la 

deformación en las regiones que conforman la matriz y la interfase para las pruebas de tensión y 

de compresión.  

  

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.8. Este esquema ejemplifica la manera en la que fue aplicada la deformación en el 

VER, un plano bidimensional (corte en plano Z-Y) de una esquina del VER tridimensional se 

presenta.  

y 

x 

𝛾𝑥𝑦 

O 

z 
x 

y 

Se aplica una deformación 
tangente a esta cara en 
dirección z, equivalente a 4 𝜇𝑚. 

L 
Todos nodos en esta cara de 
abajo 

Ux=Uy=Uz= 0 

 

Nodos en estas dos caras 
laterales:  
Ux=Uy=Uz= 0 

Y 

Z 

Є 

a) Prueba de Tensión y Compresión. 

Fibra 

Fibra 

Matriz 

Interfase 

Y 

Z 

Є 

b) Prueba de Cortante. 

Fibra 

Fibra 

Matriz 

Interfase 
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En la figura 4.8, se tiene fijo el borde posterior y en el borde delantero la deformación (equivalente 

a un 10% de las dimensiones longitudinales del VER) se aplica en la región de la matriz y en la 

interfase, para prueba de tensión (𝜀𝑒̂𝑧) y compresión (−𝜀𝑒̂𝑧), imagen a). Para el caso de cortante 

se tiene una deformación tangencial aplicada en el área de la cara correspondiente a la matriz y 

la fibra (𝜀𝑒̂𝑧).  

4.4. Consideraciones para las simulaciones de los volúmenes elementales representativos 

en elemento finito. 

1. Por cada simulación se tienen las siguientes gráficas:  

 

 

 

 

 

 

 

 

2. El tiempo de cada simulación es de 100 s (En el caso de Prueba estática con interfase, para 

caso de elasticidad, sus tres pruebas fueron hechas con un tiempo de 20 s). 

3. La frecuencia en el caso de las pruebas dinámicas fue de 16 Hz ó 100 rad/s (Esto se traduce 

en 9 ciclos cada 100 s, se atribuye esto a las características del material y a la influencia de la 

interfase). 

4. El valor de la deformación aplicada ha sido de 4 micrómetros (+Z ó dirección 3) en pruebas de 

tensión y cortante. Para pruebas de compresión se usan -4 micrómetros (-Z ó dirección 3). 

5. La aplicación de la deformación ha sido en la matriz en pruebas sin interfase para tensión, 

compresión y cortante). En pruebas con interfase, la deformación se ha aplicado en la interfase 

y en la matriz.  

𝜎33/𝜎0 vs Distancia Axial en Fibra Dirección 3/Diámetro 

𝜎13/𝜎0  vs Distancia en Matriz Dirección 3/Diámetro 

 

Consideraciones para graficar: 

1. Las lecturas para el esfuerzo axial 𝜎33 en fibra fueron hechas en nodos pertenecientes al 

eje de la fibra central del VER. 

2. Las lecturas para los esfuerzos de corte 𝜎13 en la matriz, fueron hechas en nodos 

localizados en una línea que va desde el borde de aplicación de la deformación hasta ¼ de 

la longitud del VER, dentro del material Resina Epóxica perteneciente al VER (dirección z).  

 



42 
 

6. Para simular el comportamiento viscoelástico, se ha usado un dominio de tiempo para series 

de Prony considerando 𝑔𝑖 = 0.999  , 𝑘𝑖 = 0.99 ,  𝜏𝑖 = 39.5. Estos valores fueron aplicados al 

material resina epóxica [82].  

4.5. Convergencia en los volúmenes elementales representativos. 

Es necesario obtener el número de elementos más eficiente en cuanto a tiempo de computación 

para realizar las simulaciones. La siguiente figura 4.9 muestra como es el comportamiento del 

esfuerzo axial en fibra y el esfuerzo de corte en la matriz respecto al número de elementos 

presentes en el VER. Como puede verse en la gráfica, el esfuerzo axial tiende a converger a un 

valor cercano a los 20 GPa para un número de elementos igual a 900,000, en el caso del esfuerzo 

de corte en la matriz, tiene a converger a un valor de 27 GPa para un número de elementos igual 

a 900,000. A su vez, el tiempo cálculo aumenta de manera exponencial respecto al incremento 

de elementos en el VER. Dadas las características del equipo, el mayor número de elementos 

que se pudieron analizar fueron 954,030 elementos.  

 

Figura 4.9. Convergencia de esfuerzos, para el esfuerzo axial y el esfuerzo de corte en el 

 VER. 
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4.6. Convergencia en laminado fibra de carbono/resina epóxica/nanohojuelas de grafeno. 

En la siguiente figura 4.10 se muestra el comportamiento de los esfuerzos en el laminado 

macroscópico sometido a una prueba de tensión con respecto al número de elementos presentes 

en la simulación.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.10. Convergencia de la placa de material compuesto respecto al número de elementos 

presentes en la simulación. 

En la figura 4.10, sobre la convergencia de esfuerzos para el laminado, para 𝜎11, se tiene un valor 

máximo de convergencia en 2.3 GPa. Para 𝜎22 se tiene una convergencia en 6.2 GPa, y para 𝜎12 

en 3.5 GPa. Estos valores fueron tomados para una simulación con 40,000 Elementos. Tal y 

como puede verse, aunque no se tiene mayor exigencia en este tipo de cálculo, debido a la 

minoritaria cantidad de elementos, el tiempo de cálculo aumenta de manera logarítmica con 

respecto al aumento de número de elementos presentes en la simulación. Para propósitos de 

realizar análisis de resultado, se ha optado por tomar la simulación con 40,000 elementos, ya que 

es la que posee los resultados con convergencia en los valores de esfuerzos.  

0 5k 10k 15k 20k 25k 30k 35k 40k 45k

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

 11

 22

 12

 Tiempo

Número de elementos

E
s

fu
e

rz
o

 (


1
1
-


2

2
-


1

2
)

0

20

40

60

80

100

120

T
ie

m
p

o
 (

s
)

CONVERGENCIA DE ESFUERZOS

         Laminado CF/Epoxy/GnPs-Prueba de Tensión

(G
P

a
) 



44 
 

CAPÍTULO 5 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

A continuación, se presenta la figura 5.1 considerando a los GnPs alineados en la dirección 3, 

como se muestra en la figura 1.8. La figura 3.1 de igual forma puede usarse como referencia.  

5.1. Nanohojuelas de grafeno alineadas en dirección 3.  

 

 

Figura 5.1. Coeficientes de la matriz de rigidez, con respecto a variación del porcentaje de 

GnPs en la interfase. 

Pawlik y colaboradores [81] consideran a la interfase como un material con simetría 

transversalmente isotrópica. Tal y como menciona Autar K. Kaw [83], los materiales compuestos 

a base de fibra de carbono tienen propiedades mecánicas superiores y mucha flexibilidad a la 

hora de realizar diseños con ellos. El desempeño de estos materiales compuestos está 

profundamente influenciado por la interfase que existe entre la fibra y la matriz [84]. Por lo tanto, 

el estudio, análisis y consecuente entendimiento de esta fase del material es de vital importancia. 
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Es por esto que, para poder continuar con el desarrollo de este estudio, es necesario obtener las 

propiedades mismas de la interfase, llámense módulos elásticos, módulos de corte y relaciones 

mayores y menores de Poisson. Todo esto con el fin de entender mejor el comportamiento de la 

interfase en el material compuesto de este estudio. 

Como puede observarse en la figura 5.1, estos coeficientes son los que caracterizan a una matriz 

con simetría que tiende a ser isotrópica. Analizando el comportamiento de 𝐶11,  la información 

sobre el módulo de elasticidad lineal en la dirección perpendicular al plano E1 donde yacen las 

nanohojuelas de grafeno, se estima de la inversa de la matriz de rigidez para un caso específico 

de concentración de volumen de GnPs y el cálculo es directo, ya que la matriz de permitividad se 

construye considerando constantes de ingeniería, por lo tanto, las relaciones para sus 

coeficientes matriciales son más evidentes. Tal y como lo mencionaron Kim y colaboradores [85], 

el valor de las propiedades efectivas de la interfase se encuentra entre los valores de la fibra de 

carbono y la matriz. Esto puede notarse con claridad en la tabla 5.1, la cual resume las 

propiedades efectivas de ingeniería de la interfase para 3 tipos de concentraciones de GnPs. En 

el caso de los valores de la diagonal de la matriz 𝐶22, 𝐶33, los cuales contienen la información 

relacionada con los módulos elásticos en las direcciones 2 y 3 respectivamente de la figura 1.8, 

son exactamente los mismos a 𝐶11 .  

𝐶12, 𝐶13, los cuales nos entregan información relacionada con los valores de relaciones de 

Poisson, se mantienen de igual manera, similares en su comportamiento. Todo esto solo muestra 

el carácter isotrópico de la interfase. Para el coeficiente matricial 𝐶23 se reconoce que su 

comportamiento es independiente de la concentración de la fase no diluida (GnPs), este 

coeficiente entrega información sobre la relación de Poisson en la dirección 23. Todos estos 

valores de las rigideces 𝐶11, 𝐶22, 𝐶33, 𝐶12, 𝐶23 aumentan hasta cierto límite de concentración de 

GnPs. Este límite es cercano al 30% de fracción de volumen de nanorefuerzos, para el cual los 

valores siguen el comportamiento de una línea recta. En el caso del resto de propiedades 

pertenecientes a la diagonal de la matriz, 𝐶44, 𝐶55, 𝐶66 los cuales contienen la información 

relacionada con los módulos de corte longitudinales, estos son similares en magnitud entre sí, 

independientemente de la concentración de los GnPs, y se mantienen constantes bajo una 

tendencia lineal a lo largo de las fracciones de volumen de los mismos, esto se muestra en la 

tabla 5.1, donde no se observa mayor cambio de los respectivos módulos de corte para diferentes 

valores de concentración de GnPs. El procedimiento para encontrar los valores de la tabla 5.1 se 

hace mediante la utilización de la matriz de rigidez para la interfase. Posteriormente se calcula la 
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inversa para obtener la matriz de permitividad, de esta matriz, la cual nos brinda la información 

que necesitamos para obtener las propiedades ingenieriles a diversas concentraciones de GnPs.  

 

Se presentan a continuación en la tabla 5.1, las propiedades efectivas correspondientes a la 

interfase cuando se tiene presencia de GnPs en ella, considerando las nanoinclusiones alineadas 

en una dirección preferencial, en este caso la dirección 3 tal y como se observa en la figura 3.1. 

Tabla 5.1. Propiedades efectivas de ingeniería para la interfase con nanoinclusiones GnPs en 

orientación preferencial. 

Interfase 1% GnPs 2.5% GnPs 5% GnPs 

𝐸1 (𝐺𝑃𝑎) 11.45 28.81  45.8716 

𝐸2, 𝐸3 (𝐺𝑃𝑎) 11.53 28.90  46.0829 

𝜈12, 𝜈13 0.1878 0.1066 0.0780 

𝜈23 0.1672 0.0809 0.0553 

𝐺12, 𝐺13 (𝐺𝑃𝑎) 1.1328 1.1826  1.2344 

𝐺23 (𝐺𝑃𝑎) 1.1328 1.1826 1.2344 

 

Los módulos elásticos en dirección axial y transversal, presentan simetría isotrópica, las 

relaciones de Poisson principales son similares y no representan mayor variación respecto a la 

relación de Poisson menor (𝜈23), las variaciones de estas relaciones mayores y menores son 

pequeñas respecto a la variación de fracción fase no diluida en la interfase.  En el caso de los 

módulos de corte, son exactamente los mismos y no hay una variación tan perceptible respecto 

al aumento de la fracción de GnPs en la interfase. Es posible considerar a la interfase como 

isotrópica, cuando los GnPs se encuentran alineados en una dirección preferencial. 

Matriz de rigidez en Pa para una concentración de 1% de GnPs en la interfase: 

                                    1.2517    0.2841    0.2841         0         0         0 

                                    0.2841    1.2517    0.2633         0         0         0 

                 C   =           0.2841    0.2633    1.2517         0         0         0              X 𝟏𝟎𝟏𝟎 

                                           0           0             0        0.1133     0         0 

                                           0           0             0             0     0.1133    0 

                                           0           0             0             0         0      0.1133 
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Matriz de permitividad en 𝑃𝑎−1 para una concentración de 1% de GnPs en la interfase:  

 

                                    0.0873   -0.0164   -0.0164         0         0         0 

                                   -0.0164    0.0867   -0.0145         0         0         0 

                 S   =          -0.0164   -0.0145    0.0867         0         0         0              X 𝟏𝟎−𝟗 

                                         0            0             0          0.8827     0         0 

                                         0            0             0               0    0.8827     0 

                                         0            0             0               0         0       0.8827 

 

Matriz de rigidez en Pa para una concentración de GnPs de 2.5 % en la interfase.  

 

                                    2.9496    0.3392    0.3392         0         0         0 

                                    0.3392    2.9496    0.2725         0         0         0 

                C   =            0.3392    0.2725    2.9496         0         0         0           X 𝟏𝟎𝟏𝟎 

                                          0           0             0          0.1183    0         0 

                                          0           0             0              0     0.1183     0 

                                           0          0             0              0         0    0.1183 

 

Matriz de permitividad en 𝑃𝑎−1 para una concentración de 2.5% de GnPs en la interfase: 

 

                                       0.0347   -0.0037   -0.0037         0         0         0 

                                      -0.0037    0.0346   -0.0028         0         0         0 

                    S    =         -0.0037   -0.0028    0.0346         0         0         0           X 𝟏𝟎−𝟗 

                                            0            0              0         0.8456     0         0 

                                            0            0              0              0      0.8456   0 

                                            0            0              0              0         0    0.8456 

 

Matriz de rigidez en Pa para una concentración de GnPs de 5 % en la interfase.  
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                                     4.6479    0.3947    0.3947         0         0         0 

                                     0.3947    4.6479    0.2822         0         0         0 

                    C     =       0.3947    0.2822    4.6479         0         0         0           X 𝟏𝟎𝟏𝟎 

                                          0             0            0         0.1234     0         0 

                                          0             0            0               0    0.1234    0 

                                          0             0            0               0         0    0.1234 

                                      

Matriz de permitividad en 𝑃𝑎−1 para una concentración de 5% de GnPs en la interfase:  

 

                                       0.0218   -0.0017   -0.0017         0         0         0 

                                      -0.0017    0.0217   -0.0012         0         0         0 

                    S      =        -0.0017   -0.0012    0.0217         0         0         0         X 𝟏𝟎−𝟗 

                                          0             0              0         0.8101    0          0 

                                          0             0              0             0      0.8101    0 

                                          0             0              0             0         0       0.8101 

 

5.2. Nanohojuelas de grafeno con orientación aleatoria.  

Se presentan las matrices de rigidez y de permitividad para 3 casos de fracciones de 

nanoinclusiones no diluidas en la interfase.  

Matriz de rigidez en Pa para una concentración de 1% de GnPs en la interfase: 

                                       1.1248    0.3972    0.2806         0         0         0 

                                       0.3972    1.1248    0.2806         0         0         0 

                         C  =       0.2806    0.2806    1.2518         0         0         0         X 𝟏𝟎𝟏𝟎 

                                             0            0            0         0.4222     0         0 

                                             0            0            0              0    0.4222      0 

                                             0            0            0              0         0    0.3638 

    

Matriz de permitividad en 𝑃𝑎−1 para una concentración de 5% de GnPs en la interfase: 
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                                           0.1045   -0.0329   -0.0161         0         0         0 

                                           -0.0329    0.1045   -0.0161         0         0         0 

                             S   =      -0.0161   -0.0161    0.0871         0         0         0         X 𝟏𝟎−𝟗 

                                               0             0             0        0.2369      0         0 

                                               0             0             0              0     0.2369     0 

                                               0             0             0              0         0     0.2749 

 

 

Matriz de rigidez en Pa para una concentración de 2.5% de GnPs en la interfase: 

                                          2.5431    0.7015    0.3279         0         0         0 

                                          0.7015    2.5431    0.3279         0         0         0 

                           C  =        0.3279    0.3279    2.9500         0         0         0           X 𝟏𝟎𝟏𝟎 

                                               0             0            0          1.1078    0         0 

                                               0            0            0              0    1.1078      0 

                                               0             0            0              0         0    0.9208 

 

 

Matriz de permitividad en 𝑃𝑎−1 para una concentración de 2.5% de GnPs en la interfase: 

 

                                             0.0429   -0.0114   -0.0035         0         0         0 

                                            -0.0114    0.0429   -0.0035         0         0         0 

                              S  =       -0.0035   -0.0035    0.0347         0         0         0      X 𝟏𝟎−𝟗 

                                                 0              0            0          0.0903     0        0 

                                                 0              0            0              0      0.0903    0 

                                                 0              0            0              0         0    0.1086 

 

 

 



50 
 

Matriz de rigidez en Pa para una concentración de 5% de GnPs en la interfase: 

 

                                            3.9619    1.0061    0.3756         0         0         0 

                                            1.0061    3.9619    0.3756         0         0         0 

                               C   =     0.3756    0.3756    4.6485         0         0         0       X 𝟏𝟎𝟏𝟎 

                                                 0         0               0         1.7934     0         0 

                                                 0         0               0             0    1.7934      0 

                                                 0         0               0             0         0    1.4779 

 

 

Matriz de permitividad en 𝑃𝑎−1 para una concentración de 5% de GnPs en la interfase: 

 

                                           0.2711   -0.0673   -0.0165         0         0         0 

                                          -0.0673    0.2711   -0.0165         0         0         0 

                                S  =   -0.0165   -0.0165    0.2178         0         0         0      X 𝟏𝟎−𝟏𝟎 

                                               0           0             0          0.5576     0         0 

                                               0           0             0              0      0.5576    0 

                                               0           0             0              0         0    0.6766 
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En la Figura 5.2 se observa el siguiente comportamiento, considerando las dos rotaciones, sobre 

el eje 2 y el eje 3 de la figura 3.1, para los GnPs.  

 

Figura 5.2. Comportamiento de los elementos 𝐶𝑖𝑗 pertenecientes a la matriz de rigidez de la 

interfase, considerando una orientación aleatoria. 

Se obtiene un comportamiento similar al de la gráfica 5.1 con orientación definida. Una vez más 

se nota el comportamiento comentado por Kim y colaboradores [85], las magnitudes de 

propiedades efectivas se encuentran entre las magnitudes pertenecientes a propiedades de la 

fibra de carbono y de la resina epóxica.  

En el caso de los elementos 𝐶11, 𝐶22, 𝑐33, se observa un comportamiento ascendente con el 

aumento de la fracción de volumen de GnPs, claro, esto no es algo que tenga un comportamiento 

continuo, más bien tiene un límite a partir del cual comienza a tener una tendencia más lineal, 

esto comienza a ocurrir a partir de la fracción 0.35 de GnPs. Esto ocasiona que las propiedades 

ingenieriles en esas direcciones aumenten, lo cual es benéfico desde el punto de vista de 

comportamiento de la interfase como transmisor de esfuerzos entre la matriz y las fibras de 

carbono, esto se lista en la tabla 5.2.  

Para 𝐶12, 𝐶23 𝑦 𝐶13 este comportamiento es ascendente con respecto al aumento de proporción 

de GnPs.  



52 
 

Para los elementos 𝐶44, 𝐶55 𝑦 𝐶66 se tiene un comportamiento similar entre los tres, estos 

elementos contienen la información referente a los módulos de corte longitudinales para la 

interfase. Los módulos de corte para este caso son listados en la tabla 5.2.  

Tabla 5.2. Se presentan las propiedades de ingeniería efectivas para la interfase con 

nanoinclusiones GnPs con orientación aleatoria.  

Interfase 1% GnPs 2.5% GnPs 5% GnPs 

𝐸1, 𝐸2(𝐺𝑃𝑎) 9.5694 23.31 36.8868 

𝐸3 (𝐺𝑃𝑎) 11.4811 28.8184 45.91 

𝜈12 0.3148 0.2657 0.2482 

𝜈23, 𝜈13 0.1541 0.0816 0.0609 

𝐺23, 𝐺13 (𝐺𝑃𝑎) 4.2212 11.0742 1.7934 

𝐺12 (𝐺𝑃𝑎) 3.6377 9.2081 1.4780 

  

El módulo elástico en la dirección axial presenta una variación respecto a los módulos elásticos 

en direcciones normales, esta variación va aumentando conforme aumenta la fracción de 

nanoinclusiones en la interfase. El aumento de las nanoinclusiones tiende a disminuir el valor de 

las relaciones de Poisson mayores y menores, caso contrario con el caso de nanoinclusiones con 

orientación preferencial, en el cual el aumento de las nanoinclusiones no tiene mayor repercusión 

en las relaciones de Poisson para la interfase.  En el caso de los módulos de corte, presentan 

una variación respecto a la fracción de GnPs, esta variación es mayor cuando el porcentaje se 

encuentra en 2.5%, se ha visto que los módulos de corte son mayores en el intervalo de 1.6% a 

2.8% de GnPs. Es posible considerar a la interfase como transversalmente isotrópica cuando, 

cuando los GnPs se encuentran alineados de manera aleatoria.  

Para propósitos de las simulaciones en VER, se ha usado una fracción de GnPs en la interfase 

equivalente al 1%. En otros trabajos, se suele utilizar porcentajes globales para el material 

compuesto menores a 5% [29]. 
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5.3. Contornos de esfuerzos en laminado.  

A continuación, se presentan los contornos de esfuerzos 𝜎11, 𝜎22, 𝜎12 para un laminado de material 

compuesto a base de fibra de carbono y resina epóxica con nanohojuelas de grafeno. 

El estado de esfuerzos en los puntos alrededor del orificio es complejo y las componentes  11, 

22 y 12 coexisten en cada punto. Sin embargo, la distribución de cada una de estas componentes 

se muestra a continuación, para facilidad de interpretación en forma de contornos de isoesfuerzo. 

De acuerdo con la Figura 5.3, el material laminado está siendo sometido a un esfuerzo en la 

dirección 𝒚̂ positiva, distribuido alrededor del orificio de acuerdo a 𝜎Ԧ = 𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑦ො. Primeramente, 

debe notarse que el signo de la componente de esfuerzo 11 cambia y que existen gradientes en 

sus valores. La zona azul representa una región de compresión, la cual se aprecia más en la 

imagen con ampliación de la región alrededor del círculo (Figura 5.4). Los mayores valores de 

esfuerzo se dan en esta región, por lo que se puede esperar un posible fallo por aplastamiento 

del material en esta región. A la derecha se observa una zona de tensión (en color rojo), con 

valores de esfuerzo menores a la región de compresión.  

 

 

Para 𝝈𝟏𝟏. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.3. Distribución de la componente de esfuerzo 11 alrededor del orificio del laminado. 
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A continuación, se presenta una ampliación de la región alrededor del orificio correspondiente a 

la región del ligamento, esto es, la región situada a la izquierda del orificio.  

 

 

 

 

 

 

Figura 5.4. En la parte superior del borde del orificio, la componente 11 es de compresión. A la 

izquierda, 11 es de tensión. 

La componente de esfuerzo 22 se muestra a continuación en forma de franjas de isoesfuerzo. 

La carga es aplicada al borde del orificio con la distribución siguiente, 𝜎Ԧ = 𝜎 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑦ො. La figura 5.5 

representa la mitad superior del laminado sometido a esfuerzos en la dirección 𝒚̂, el cual presenta 

dos zonas representativas de distribución de esfuerzos, una es de compresión en tonalidades 

azuladas y la otra es de tensión en tonalidades rojizas.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.5. Líneas de isoesfuerzo 22, la mitad superior de un laminado de fibra de carbono con 

resina epóxica sometida a esfuerzos de tensión en la zona del orificio. 
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Se muestra una ampliación de la región alrededor del orificio en la siguiente figura 5.6.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.6. Ampliación de la región del orificio en la que claramente se observan las regiones 

representativas para distribuciones de esfuerzo en azul para compresión y en rojo para tensión. 

La distribución de la componente de esfuerzo 12 se muestra en forma de franjas de isoesfuerzo. 

En la distribución de cortante, se observan dos zonas, una de compresión alrededor del orificio y 

una zona de tensión en la parte izquierda de la figura 5.7.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.7. Distribución de esfuerzos en cortante para un laminado de material compuesto. Se 

aprecia la mitad superior del laminado. 
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Se presenta una ampliación de la región alrededor del orificio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.8. Distribución de la componente de esfuerzos 12 alrededor del orificio del laminado, 

en tonalidad azul. 

Dado que el tensor de esfuerzos alrededor de orificio varía considerablemente alrededor del 

oficio, para poder relacionar a cada una de las regiones principales con los volúmenes 

elementales representativos, consideremos 3 nodos ubicados de la siguiente manera en la figura 

5.9 en la zona alrededor del orificio.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.9. Se presentan las distribuciones de los puntos de prueba alrededor del orificio. 
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Se presentarán ampliaciones para tres regiones en específico alrededor del orificio del laminado.  

• Región de Compresión.  

• Región de Tensión.  

• Región de Cortante.  

Para cada una de estas regiones se presentan, ampliaciones de S11, S22, S12, y los esfuerzos 

principales máximos y mínimos. En el caso de cortante se presenta en lugar de los esfuerzos 

principales máximos y mínimos, los esfuerzos de corte máximos y máximo absoluto.  

 

En el caso del primer punto, P1, un análisis, para determinar qué signo tienen los valores de 

los esfuerzos principales en ese nodo, permite argumentar que en realidad este se encuentra en 

una zona del material sometida a esfuerzos de compresión.  

Se hace uso del siguiente par de ecuaciones. 

𝜎1,2
′ =

𝜎11 + 𝜎22

2
 ± √

(𝜎11 − 𝜎22)
2

2
+ 𝜎12

2   

Así, para P1, las siguientes lecturas para 𝜎11, 𝜎22 𝑦 𝜎12: 

𝜎11 = −0.75 𝐺𝑃𝑎 

𝜎22 = −4𝐺𝑃𝑎 

𝜎12 = −0.5 𝐺𝑃𝑎 

Utilizando las ecuaciones (36) y (37), se obtienen las componentes de los esfuerzos principales 

(1 mayor que 2 algebraicamente): 

M

MPa

03.4

445.0

2

1

-=

-=




 

 

 

 

(37) 

(36) 

(38) 
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Considerando el círculo de Mohr, para obtener el plano principal. Tómese un elemento que se 

encuentre en la zona de compresión del laminado, para el cual se tienen los siguientes esfuerzos 

normales, y de corte, que se muestran en la figura 5.10.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.10. Elemento sometido a esfuerzos normales y de corte. 

 

 

Tomando en cuenta el elemento extraído en el P1, se realizan las siguientes operaciones,  

𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
  

𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 = −2.375𝐺𝑃𝑎 

𝑙 = −4𝐺𝑃𝑎 − 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 = −4𝐺𝑃𝑎 − (−2.375𝐺𝑃𝑎) = −1.625𝐺𝑃𝑎 

El ángulo del plano principal se puede encontrar como,  

tan 2𝜃 =
𝑦2

𝑙
 

2𝜃 = arctan (
𝑦2

𝑙
) = arctan (

−0.5𝐺𝑃𝑎

−1.625𝐺𝑃𝑎
) = 17.10° 

𝟐𝜽 = 𝟏𝟕. 𝟏𝟎° 

𝜽 = 𝟖. 𝟓° 

(39) 

(40) 

P1 (-0.75GPa, 0.5GPa) 

P2 (-4GPa, -0.5GPa) 

R 

−𝜏12 

𝜏12 

𝜎 P1 

P2 
2𝜃 

𝜎𝑚𝑎𝑥 

𝜎𝑚𝑖𝑛 

𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 

l 

𝑦2 

y 

x 

-0.5GPa 

-4GPa 

-0.75GPa 
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Seguidamente, se encuentra el valor de R, el cual, entrega el valor del cortante máximo en P1.  

𝑆𝑛2𝜃 =
𝑦2

𝑅
→ 𝑹 =

𝑦2

𝑆𝑛2𝜃
=

−0.5𝐺𝑃𝑎

0.2940
= −𝟏. 𝟕𝟎𝑮𝑷𝒂 

𝝈𝒎𝒂𝒙 = 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 − (𝑅) = −2.375 𝐺𝑃𝑎 − (−1.70 𝐺𝑃𝑎) = −𝟎. 𝟔𝟕𝟓 𝑮𝑷𝒂. 

𝝈𝒎𝒊𝒏 = 𝜎𝑚𝑎𝑥 + 2𝑅 = −0.675 𝐺𝑃𝑎 + 2(−1.70 𝐺𝑃𝑎) = −𝟒. 𝟎𝟕𝟓 𝑮𝑷𝒂. 

Los cuales coinciden aproximadamente con los resultados encontrados en (38). 

Con lo cual, se puede definir el plano principal en el que yacen los esfuerzos principales para el 

elemento tomado en P1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.11. El plano de los esfuerzos principales se esquematiza. 
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En la figura 5.12 se muestran los contornos de las componentes del tensor de esfuerzo en la 

región de compresión.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.12. Componentes del estado de esfuerzos alrededor del orificio del laminado para la 

zona de compresión, en la primera fila desde arriba se muestran 11, 22, en la segunda fila se 

ven 12 y 1 principal máximo, en la tercera fila se tiene el 2 principal mínimo. 

Ahora, si se considera el comportamiento del material en el nodo P1, se analiza un VER para 

esfuerzos de compresión en ese volumen representativo.  
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Para un análisis elástico estático, el volumen elemental sometido a esfuerzos de compresión 

mostrado en la figura 5.12, se puede apreciar que el esfuerzo máximo en la fibra es superior en 

la interfase multiescala por la presencia de las nanohojuelas de grafeno. Por lo tanto, la capacidad 

de refuerzo de la fibra de carbono y la eficiencia en la transferencia de cargas entre fibra y matriz 

es mayor. 

 

 

Figura 5.13. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de una línea localizada en la fibra central del VER en 

compresión, respecto a la distancia axial en dirección de la fibra. 

Se observa en la figura 5.13 que, el máximo de fracción 𝜎33/𝜎0  con interfase en -0.39 y cuando 

se tiene ausencia de la interfase, el valor de la fracción es equivalente a -0.35.  
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Figura 5.14. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de compresión, en la matriz 

en la vecindad de la interfase, en la dirección 3. 

Asimismo, en la figura 5.14, se observa un máximo para la fracción 𝜎13/𝜎0 sin interfase en -0.38, 

cuando existe una interfase este valor es -0.16. Por lo tanto, se puede observar que la interfase 

cumple su función de transmitir mayor cantidad de esfuerzo de la matriz hacia la fibra, esto es, 

que la función de refuerzo de la fibra se optimiza.  

 

El efecto del comportamiento viscoelástico de la matriz para un análisis de cargas quasi-estáticas 

de compresión, se muestra en la figura 5.15.  
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Figura 5.15. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de la fibra central del VER, en compresión, a lo largo 

de una línea en la dirección axial de la fibra. 

En la figura 5.15, la fracción 𝜎33/𝜎0  cuando se considera una interfase es -0.44. A diferencia de 

los resultados cuando no se incorpora una interfase, esta fracción tiene un valor de -0.45.  

Se puede notar que, en este caso, el comportamiento viscoelástico no resulta en mucha variación 

entre los valores máximos de la fracción 𝜎33/𝜎0 ,  puesto que la fibra tiene un comportamiento 

elástico lineal.   
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Figura 5.16. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de compresión, respecto a 

la distancia en matriz en la dirección 3. 

Sin embargo, los esfuerzos de cortante, en la matriz situada en la vecindad de la interfase/fibra, 

cuando se considera una condición de viscoelasticidad en el modelo, los valores de fracciones 

𝜎13/𝜎0   son mucho menores que cuando se considera un comportamiento elástico lineal. De 

nuevo, se puede apreciar que la incorporación de la interfase resulta en una transferencia de 

cargas hacia las fibras, más eficiente y, por lo tanto, la componente de esfuerzo de corte 𝜎13   es 

menor en la matriz cuando se considera un comportamiento viscoelástico de la matriz. Cuando 

no se tiene una interfase, en la matriz se tiene una fracción equivalente a -0.042. Cuando se 

incluye esta interfase, el valor de esta misma fracción es, -0.066 (figura 5.16).  
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Para el caso de cargas dinámicas, con un comportamiento elástico lineal, y cargas de 

compresión, en la figura 5.17 se muestra la componente de esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de la 

fibra en una línea central del VER, y cargas de compresión. 

  

 

Gráfica 5.17. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo una línea situada en el eje central de la fibra para un 

VER sometido a cargas de compresión. 

En la figura 5.17 se puede apreciar el incremento en la eficiencia de la transmisión de cargas de 

la matriz a la fibra. Se observa un aumento en la fracción de 𝜎33/𝜎0 que soporta la fibra, cuando 

se tiene una interfase con respecto a una que no incluye dicha interfase. Este valor de fracción 

pasa de ser -0.20 sin la interfase a ser -0.225 cuando se considera la misma.  
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Figura 5.18. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de compresión, respecto a 

la distancia en matriz en la dirección 3. 

 

En forma similar, en la figura 5.18, para cargas dinámicas, cuando no se incluye la interfase 

sucede algo similar al caso estático, se tiene una disminución en la fracción de 𝜎13/𝜎0 que soporta 

la matriz, con respecto a cuando no se tiene una interfase y cuando sí se tiene la presencia de la 

misma. Se pasa de un valor para esa fracción equivalente a -0.13 hasta -0.09. Lo cual indica que 

en el caso dinámico, al igual que en el caso estático, se tiene que la interfase ayuda a que la 

fracción de cargas en la matriz se transmita hasta la fibra de mejor forma. 
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Para cargas dinámicas y considerando un comportamiento viscoelástico de la matriz y cargas de 

compresión, también se observa un comportamiento similar al caso de cargas estáticas. 

  

 

Figura 5.19. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de una línea central de la fibra de el VER, sometido a 

compresión, respecto a la distancia axial en dirección de la fibra. 

 

En la figura 5.19, cuando se considera un comportamiento viscoelástico de la matriz se puede 

notar que la diferencia entre la fracción de esfuerzo axial a lo largo de la fibra, entre aplicar una 

interfase y no colocarla se disminuye. Para 𝜎33/𝜎0 , de -0.23 sin la interfase, pasamos a una 

fracción de -0.24 cuando se tiene la presencia de la misma, esto es, que este comportamiento es 

también dominado por las propiedades de la fibra.  
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Figura 5.20. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de compresión, respecto a 

la distancia en matriz en la dirección 3. 

En el caso de la componente de esfuerzo de corte 𝜎13/𝜎0 (figura 5.20), en la matriz en la vecindad 

de la fibra, para un comportamiento viscoelástico, entre usar una interfase y no usarla, disminuye, 

aunque en realidad el valor de la fracción que soporta la matriz es menor que en el caso elástico 

dinámico. En este caso viscoelástico tenemos fracciones que rondan entre –0.062 y -0.064 para 

𝜎13/𝜎0. 

De este análisis del comportamiento de los VER, se puede decir, que la incorporación de una 

interfase multiescala, incrementa la eficiencia de la transmisión de cargas de la matriz hacia la 

fibra. Esto es particularmente importante en el diseño del laminado, puesto que la elección de 

una secuencia de laminación correcta que permita a las fibras de refuerzo estar en la dirección 
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de las cargas aplicadas, permitirá un desempeño mejor de la unión ante los esfuerzos de 

compresión, por lo tanto, prevenir de esa manera posibles fallas por esfuerzos de aplastamiento 

o compresión de las fibras. 

Por ejemplo, se toma el contorno de esfuerzos de la figura 5.21 para 𝜎1, se analiza como es el 

comportamiento del gradiente de esfuerzo 𝜎1, para una línea de puntos vertical en Y.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.21. (a) Distribución de la componente de esfuerzo 𝜎1, en un análisis elástico lineal en 

la zona de compresión entre el pasador y el laminado con el MEF. (b) Gradiente del esfuerzo de 

compresión 𝜎1 cerca del borde del orificio. 

Con respecto a la figura 5.21, implementar los GnPs en la interfase del material compuesto 

ocasiona que el gradiente del esfuerzo disminuya más deprisa en la dirección vertical +Y. Tómese 

en cuenta que el valor del esfuerzo principal cerca del borde del orificio es un 150% mayor que 

el esfuerzo aplicado a la probeta. El hecho de tener la presencia de 1% de GnPs en la interfase 

ocasiona que el valor del esfuerzo 𝜎11 disminuya en la dirección fijada por la barra, en un 11.4 %, 

para el laminado (nótese esto en la figura 5.13). Obsérvese que el valor promedio del esfuerzo 

es de -7.550 GPa a una distancia considerable del orificio.  

Sería de esperarse que, el espaciamiento entre isobandas de esfuerzo, particularmente desde -

3.694 GPa hasta -1.735 GPa, sea mayor cuando se consideran GnPs, esto habla de la función 

primordial de los nanorefuerzos, redistribuir la concentración de esfuerzos alrededor del orificio, 

de tal forma que el desempeño del material sea mejor. Sin embargo, la distancia a la que se da 

el esfuerzo promedio -7.550 GPa, con respecto al orificio, se debe mantener fija. Esto está 

íntimamente relacionado con la longitud de decaimiento para la geometría del laminado.  
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Ahora, el gradiente de esfuerzos sobre la misma línea vertical, para 𝜎2 tiene la variación siguiente, 

que se muestra en la figura 5.22.  

Figura 5.22. (a) Distribución de la componente de esfuerzo 𝜎2, en un análisis elástico lineal en 

la zona de compresión entre el pasador y el laminado con el MEF. (b) Gradiente del esfuerzo de 

compresión 𝜎2 cerca del borde del orificio. 

Con respecto a la figura 5.22. Obsérvese en a) como el valor del gradiente tiende a un valor 

promedio al alejarse del orificio en el laminado. Al incluir GnPs en la interfase, estos ocasionan 

que el valor del esfuerzo en cada línea de isoesfuerzo sea menor, y tienda a disminuir con cada 

vez mayores distanciamientos entre puntos, para 𝜎2. La dirección del esfuerzo es +Y, por lo cual 

es de esperarse que la distribución de las isobandas de esfuerzos sea más homogénea. Nótese 

el valor promedio para el esfuerzo, se da a una distancia menor que cuando se considera la 

distribución de esfuerzos para  𝜎11 (figura 5.21). 
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En el caso del segundo punto, P2, realizando un análisis similar para determinar qué signo 

tienen los valores de los esfuerzos principales en ese nodo, permitirá determinar la naturaleza del 

estado de esfuerzos en dicha zona de cortante.  

Se tiene para el punto P2, las siguientes lecturas para las componentes de esfuerzo 𝜎11, 𝜎22 𝑦 𝜎12: 

𝜎11 =  2 𝐺𝑝𝑎 

𝜎22 = 2.5 𝐺𝑃𝑎 

𝜎12 = 3.25 𝐺𝑃𝑎 

En el caso de los esfuerzos principales máximo (S1) y mínimo (S2), en esta región, se aplica la 

ecuación 36. Con lo que se obtiene: 

                                                                 𝝈𝟏 = 𝟓. 𝟓 𝑮𝑷𝒂 

𝝈𝟐 = −𝟏 𝑮𝑷𝒂 

El ángulo para el plano principal viene dado por: 

𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑝 =
2𝜏12

𝜎1 − 𝜎2
 

Con lo cual se obtiene un valor de:  

𝜃𝑝 = −43° 

 

Se puede obtener el valor del cortante máximo en esta región. Sustituyendo en la ecuación (43) 

siguiente, se entrega el valor del cortante máximo para este punto P2.  

                                                      𝜏𝑚𝑎𝑥 = √
(𝜎1−𝜎2)2

2
+ 𝜏12

2  …………………(43). 

𝝉𝒎𝒂𝒙 = ±𝟑.𝟐𝟔 𝑮𝑷𝒂 

 

 

 

(42) 
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Ahora, podemos realizar un análisis mediante el planteamiento de un círculo de Mohr, con el cual 

se obtiene la orientación del plano principal en el que actúan los esfuerzos principales máximo y 

mínimo. Tomando un elemento cuadrado que se ubique sobre el punto P2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.23. Elemento perteneciente a la zona de cortante sometido a esfuerzos de cortante en 

el punto P2. 

Ahora bien, el esfuerzo promedio en el elemento se puede encontrar con (39). 

𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
  

𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 = 2.25 𝐺𝑃𝑎 

𝑙 = 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 − 2.5𝐺𝑃𝑎 = 2.25𝐺𝑃𝑎 − 2.5𝐺𝑃𝑎 = −0.25𝐺𝑃𝑎 

El ángulo del plano principal se encuentra usando (40), 

tan 2𝜃 =
𝑦2

𝑙
 

2𝜃 = arctan (
𝑦2

𝑙
) = arctan (

3.25𝐺𝑃𝑎

−0.25𝐺𝑃𝑎
) 

𝟐𝜽 = −𝟖𝟓. 𝟔𝟎° 

𝜽 = −𝟒𝟐. 𝟖𝟎° 

Encontrando el valor de R, el cual, de igual forma entrega el valor del cortante máximo en P1, 
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𝑆𝑛2𝜃 =
𝑦2

𝑅
→ 𝑹 =

𝑦2

𝑆𝑛2𝜃
=

3.25𝐺𝑃𝑎

−0.9971
= −𝟑. 𝟐𝟓𝑮𝑷𝒂 = 𝝉𝒎𝒂𝒙 

Haciendo uso de (41), se obtienen los esfuerzos principales máximos y mínimos.  

𝝈𝒎𝒂𝒙 = 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 + |𝑅| = 2.25 𝐺𝑃𝑎 + 3.25 𝐺𝑃𝑎 = 𝟓. 𝟓 𝑮𝑷𝒂. 

𝝈𝒎𝒊𝒏 = 𝑅 + 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 = −3.25 𝐺𝑃𝑎 + 2.25 𝐺𝑃𝑎 = −𝟏 𝑮𝑷𝒂. 

Los cuales coinciden con los resultados encontrados en (42). 

El plano en el que se encuentran los esfuerzos principales es el siguiente.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.24. Orientación del plano que contiene a los esfuerzos principales localizados en el 

elemento P2. 
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Con lo cual, si se analiza un VER en la vecindad de este nodo P2, se tendrán los siguientes 

resultados para esfuerzos en cortante, en ese volumen representativo. En la figura 5.25 se 

muestran contornos de las componentes de esfuerzo en la zona de cortante. 

 

Figura 5.25. Componentes del estado de esfuerzos alrededor del orificio del laminado para la 

zona de cortante, en la primera fila desde arriba se muestran 11, 22, en la segunda fila se ven 

12 y 1 principal máximo, en la tercera fila de tiene el 2 principal mínimo. 
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Para un análisis estático, con comportamiento elástico considerando cargas de cortante, los 

esfuerzos axiales en la fibra se muestran en la figura 5.26.  

 

Figura 5.26. Componente de esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de una línea central de la fibra del 

VER sometido a cargas de cortante. 

De acuerdo con la figura 5.26, el esfuerzo axial que logra transmitirse a la fibra es mayor cuando 

se tiene la presencia de una interfase tiene un signo negativo, esto es, que la fibra está sometida 

a compresión axial. Sin la interfase podemos ver un punto máximo de esfuerzo en -0.34 MPa, 

cuando se tiene interfase en el VER, este valor se maximiza hasta -0.48 MPa.  
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Figura 5.27. Componente de esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de cortante, 

a lo largo de una línea en la dirección 3. El valor del esfuerzo inicial es 𝜏0 = 3.158 𝑥 109 𝑃𝑎. 

La fracción de esfuerzo de corte en la dirección 13 dentro de la matriz es mayor cuando no se 

tiene la presencia de una interfase, llegando a tener un valor de 0.48. En el caso con interfase, 

se tiene un valor de 0.36 (figura 5.27). Nótese la importancia de los esfuerzos de corte en una 

prueba de cortante, y como difieren en magnitud de las componentes axiales del esfuerzo 

aplicado en el VER. Esta componente de esfuerzos es de particular importancia dado que resulta 

en falla por cedencia en la matriz y puede por lo tanto causar un desprendimiento entre la fibra y 

la matriz. La presencia de la interfase multiescala resulta en una mejor transferencia de esfuerzos 

hacia la fibra produciendo un alivio en la matriz circundante a la fibra. 
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Para cargas estáticas y un comportamiento viscoelástico de la matriz sometida a cortante.   

 

 

Figura 5.28. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de una línea central de la fibra del VER, sometido a 

cortante. 

 

Con interfase, el esfuerzo 𝜎33 a lo largo de la fibra central, es mayor cuando se tiene la presencia 

de una interfase, en comparación de cuando no se tiene la presencia de la misma. Esto indica 

que la interfase ayuda a que la transmisión de cargas de la fibra hacia la matriz sea mayor. 

Cuando no tenemos interfase, 𝜎33 = 0.037MPa, cuando se incluye una interfase, este valor resulta 

ser, 𝜎33 = 0.106MPa (figura 5.28). 
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Figura 5.29. Componente de esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de cortante, 

respecto a la distancia en matriz en la dirección 3. 

Cuando tenemos la presencia de una interfase, la fracción 𝜎13/𝜏0  es mayor, siendo el valor 

constante 0.82 cuando se tiene interfase. Se tiene un valor de 0.47 cuando no existe una interfase 

(figura 5.29). 
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Cuando el VER es sometido a cargas de cortante, dinámicas, la componente del cortante en la 

matriz viene dada en las figuras 5.30 y 5.31 que se muestran a continuación. 

Figura 5.30. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de cortante, respecto a la 

distancia en matriz en la dirección 3. 

Para la prueba dinámica se observa que el hecho de incluir una interfase en el material ayuda a 

disminuir la fracción de 𝜎13/𝜏0 que se tiene en la matriz, desde valores sin interfase equivalentes 

a 0.29, hasta valores con interfase en un rango de 0.15 y 0.22 (figura 5.30).   
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Figura 5.31. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de cortante, respecto a la 

distancia en matriz en la dirección 3. 

En la figura 5.31, cuando se considera la propiedad de viscoelasticidad en el material que 

conforma la matriz, se tiene un comportamiento similar del esfuerzo de corte en matriz al caso 

elástico, la diferencia radica en el hecho de que las fracciones  𝜎13/𝜏0 que soporta la matriz en el 

caso con interfase y en el caso sin interfase son menores cuando se considera viscoelasticidad 

en la matriz. Cuando no se considera una interfase en el material, los valores de la fracción  𝜎13/𝜏0 

equivalen a 0.106. Cuando se incluye una interfase en el material compuesto, se tiene una 

fracción  𝜎13/𝜏0 que se encuentra en un rango de 0.08 a 0.10. 
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En la siguiente figura 5.32, se analiza el gradiente de esfuerzos para 𝜎12 en una zona de cortante, 

siguiendo una trayectoria vertical en +Y.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.32. (a) Distribución de la componente de esfuerzo de corte 𝜎12, en un análisis elástico 

lineal en la zona de cortante entre el pasador y el laminado con el MEF. (b) Gradiente del 

esfuerzo de corte 𝜎12 cerca del borde del orificio. 

 

 

Con respecto a la figura 5.32, obsérvese como el valor de esfuerzo tiende a un valor promedio 

mientras nos alejamos del orificio. El hecho de implementar GnPs en la interfase del material, 

ocasiona que los valores de esfuerzo de corte a lo largo de la línea vertical, en la zona de cortante, 

disminuyan un 25% (ver figura 5.27), así como también se observaría una disminución con puntos 

más distantes entre sí, desde los valores más cercanos al orificio (valores mayores), hasta el 

valor promedio en la lejanía del orificio (extremo superior del laminado). Nótese como la distancia 

a la que se obtiene un valor promedio para el esfuerzo (−3.959𝑒−2 GPa) en el laminado es mayor 

que en el caso con compresión, visto anteriormente en este trabajo. El ángulo al cual se tiene un 

cortante máximo, tal y como se obtuvo en el análisis gráfico para un punto localizado en P2, es 

equivalente a 43° respecto a la vertical +Y. Las orientaciones de las isobandas de esfuerzos son 

convexas en la dirección de 43° con respecto a la vertical.  
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En el caso del tercer punto, P3, se determinan los valores de los esfuerzos principales en este 

nodo, con ello se puede argumentar que en realidad este punto se encuentra en una zona de 

tensión.  

De la ecuación 36 se tiene para P3, las siguientes lecturas para 𝜎11, 𝜎22 𝑦 𝜎12: 

𝜎11 =  0.25 𝐺𝑃𝑎 

𝜎22 = 5.5 𝐺𝑃𝑎 

𝜎12 = 0.325 𝐺𝑃𝑎 

Sustituyendo (37), se obtiene:  

𝜎1 =  5.52 𝐺𝑃𝑎 

𝜎2 = 0.23 𝐺𝑃𝑎 

𝜃𝑝 = −3.5° 

Se procede a hacer este análisis gráficamente.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.33. Elemento tomado del punto 3, sometido a esfuerzos normales y de corte. 

El esfuerzo promedio en el elemento se puede encontrar usando (39).  
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2
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𝑙 = 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 − 0.25𝐺𝑃𝑎 = 2.875𝐺𝑃𝑎 − 0.25 𝐺𝑃𝑎 = 2.625𝐺𝑃𝑎 

El ángulo del plano principal se puede encontrar usando (40), 

tan 2𝜃 =
𝑦1

𝑙
 

2𝜃 = arctan (
𝑦1

𝑙
) = arctan (

−0.325𝐺𝑃𝑎

2.625 𝐺𝑃𝑎
) 

𝟐𝜽 = −𝟕. 𝟎𝟓° 

𝜽 = −𝟑.𝟓𝟐° 

Para encontrar el valor de R, el cual, entrega el valor del cortante máximo en P1, 

𝑆𝑛2𝜃 =
𝑦1

𝑅
→ 𝑹 =

𝑦1

𝑆𝑛2𝜃
=

−0.325 𝐺𝑃𝑎

−0.1229
= 𝟐. 𝟔𝟓 𝑮𝑷𝒂 

Haciendo uso de (41), se obtienen los esfuerzos principales máximos y mínimos.  

𝝈𝒎𝒂𝒙 = 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 + 𝑅 = 2.875 𝐺𝑃𝑎 + 2.65 𝐺𝑃𝑎 = 𝟓. 𝟓𝟐 𝑮𝑷𝒂. 

𝝈𝒎𝒊𝒏 = 𝜎𝑝𝑟𝑜𝑚 − 𝑅 = 2.875 𝐺𝑃𝑎 − 2.65 𝐺𝑃𝑎 = −𝟎.𝟐𝟐𝟓 𝑮𝑷𝒂. 

Los cuales coinciden con los resultados encontrados en (44). 

El plano en el que se encuentran los esfuerzos principales es el siguiente.  

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.34. Se obtiene el esfuerzo principal menor, rotando el plano de la izquierda en -3.52°. 
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Si se analiza un VER en la vecindad de este nodo P3, se tendrán los siguientes resultados para 

esfuerzos en tensión, en ese volumen representativo. En la figura 5.35 se muestran contornos de 

las componentes de esfuerzo en la zona de tensión. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.35. Componentes del estado de esfuerzos alrededor del orificio del laminado para la 

zona de tensión, en la primera fila desde arriba se muestran 11, 22, en la segunda fila se ven 

12 y 1 principal máximo, en la tercera fila de tiene el 2 principal mínimo. 

Con lo cual, si se analiza un VER en la vecindad de este nodo P3, se tienen los siguientes 

resultados para esfuerzos en tensión, en ese volumen representativo. Para un análisis estático 

con comportamiento elástico de la matriz del VER sometido a cargas de tensión, se obtuvieron 

los siguientes resultados.  
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Figura 5.36. Componente de esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de la fibra central del VER, en 

tensión, respecto a la distancia axial en dirección de la fibra. 

En la Figura 5.36 se puede observar la diferencia que existe entre el hecho de implementar una 

interfase en el material y no tenerla. En el caso de la línea negra, que representa el caso con 

interfase, se puede ver que la fracción 𝜎33/𝜎0  que se transfiere a la fibra es mayor que la misma 

fracción cuando no se tiene la interfase (línea roja). El punto más alto con la interfase se alcanza 

en 0.39, y cuando no se tiene interfase, el punto más alto de la curva se alcanza en 0.35. Las 

pendientes de ambas curvas no son las mismas, por lo que no poseen la misma longitud 

inefectiva.  

Si se hace una comparativa con el trabajo de Whitney y Drzal [86], ellos realizan un análisis 

teórico del comportamiento del esfuerzo axial en una fibra corta embebida en una matriz, para un 

ensayo de tensión, en este modelo no se considera una interfase. Ellos obtuvieron la siguiente 

gráfica 5.37 de manera numérica. La diferencia básica del análisis que realizaron es que la 
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posición a lo largo de la fibra la adimensionalizaron utilizando la longitud crítica de la fibra. En 

nuestro caso, la adimensionalización se realizó utilizando el diámetro de la fibra. 

Figura 5.37. Distribución de esfuerzo axial en la fibra a lo largo de su longitud [86]. 
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Figura 5.38. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de tensión, respecto a la 

distancia en matriz en la dirección 3. 

La fracción 𝜎13/𝜎0 que soporta la matriz cuando no existe una interfase es mayor, llegando a ser 

0.38 (figura 5.38). Cuando se tiene una interfase (línea negra) este pico disminuye hasta el valor 

de fracción 𝜎13/𝜎0 igual a 0.16. De manera similar a las cargas de compresión y cortante, esto es 

indicativo de que la transmisión de cargas de la matriz hacia la fibra, es más eficiente cuando se 

tiene la presencia de una interfase.  
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Para el análisis estático con comportamiento viscoelástico de la matriz para cargas de tensión, 

se obtuvieron resultados similares al caso de cargas de compresión.  

  

Figura 5.39. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de la fibra central del VER, en tensión, respecto a la 

distancia axial en dirección de la fibra, el valor de 𝜎0 = 2.94𝑥109 𝑃𝑎. 

En la figura 5.39, la línea negra, que representa el caso con interfase, se puede ver que la fracción 

𝜎33/𝜎0  que se transfiere a la fibra es menor que la misma fracción cuando no se tiene la interfase 

(línea roja). El punto más alto con la interfase se alcanza en 0.44, y cuando no se tiene interfase, 

el punto más alto de la curva se alcanza en 0.45. En condición de viscoelasticidad no se tiene 

mayor diferencia entre considerar una interfase y no tenerla.  

 

 

 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.00

0.10

0.20

0.30

0.40

0.50

 Con Interfase

 Sin Interfase

Esfuerzo Axial 33 a lo largo de la fibra.

                          Prueba estática - Tensión - Viscoelasticidad.


33

 / 


0

Distancia Axial en Fibra Dirección Z / Diámetro



89 
 

 

Figura 5.40. Componente de esfuerzo de corte 𝜎13 a lo largo de una línea en la matriz del VER, 

en la dirección 3. 

Tomando como referencia la figura 5.40, la fracción 𝜎13 / 𝜎0 cuando existe interfase es mayor que 

cuando no se tiene la presencia de la misma. El valor de 𝜎13/𝜎0 alcanza un valor máximo en 0.066 

cuando se incorpora una interfase. El valor de 𝜎13/𝜎0 alcanza un valor máximo en 0.042 cuando 

no se tiene interfase.  

El eje y posee fracciones mucho más bajas en el caso viscoelástico que en el caso elástico, se 

considera el mismo valor de esfuerzo aplicado 0 que en el caso elástico. Esto nos dice que el 

esfuerzo de corte 𝜎13, cuando se considera viscoelasticidad, es mucho menor en la matriz, 

independientemente de si se tiene interfase o no.  
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Para el análisis dinámico con comportamiento elástico de la matriz para cargas de tensión, se 

obtuvieron los siguientes resultados:  

 

Figura 5.41 Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de la fibra central del VER, en tensión, respecto a la 

distancia axial en dirección de la fibra. 

En la prueba dinámica (figura 5.41), se puede ver como la presencia de la interfase ayuda a tener 

una mayor transmisión de esfuerzo hacia la fibra. Se pasa de un valor de fracción 𝜎33/𝜎0 

equivalente a 0.20 sin la interfase, hasta un valor de 0.22 para la misma fracción cuando se 

considera una interfase.  
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Figura 5.42. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de tensión, respecto a la 

distancia en matriz en la dirección 3. 

De acuerdo con la figura 5.42. Para la prueba dinámica, el esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz es 

menor cuando se tiene la presencia de una interfase. Cuando no se tiene una interfase tenemos 

un valor máximo para la fracción 𝜎13/𝜎0 equivalente a 0.13. Cuando se incorpora una interfase 

en el material compuesto tenemos una fracción máxima 𝜎13/𝜎0 = 0.092.  
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Para el análisis dinámico con comportamiento viscoelástico de la matriz para cargas de tensión.  

 

Figura 5.43. Esfuerzo axial 𝜎33 a lo largo de la fibra central del VER, en tensión, respecto a la 

distancia axial en dirección de la fibra. 

Cuando se incorpora la propiedad viscoelástica en la matriz, la diferencia entre las fracciones 

𝜎33/𝜎0 se hace mínima. Aunque los valores para esta prueba aumentan con respecto a la prueba 

elástica dinámica, se tiene un valor máximo para la fracción 𝜎33/𝜎0  de 0.24 para caso con 

interfase (figura 5.43). 
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Figura 5.44. Esfuerzo de corte 𝜎13 en la matriz del VER, en prueba de tensión, respecto a la 

distancia en matriz en la dirección 3. 

Se puede ver en la figura 5.44, que el hecho de colocar una interfase modifica la ubicación del 

punto de máxima fracción 𝜎13/𝜎0, corriéndolo a la izquierda, en comparación a cuando no se tiene 

una interfase en el material compuesto. El valor de la fracción máxima 𝜎13/𝜎0 es equivalente a 

0.062 para ambos casos, con interfase y sin interfase.  

En la siguiente figura 5.45 se analiza el comportamiento de 𝜎1 con respecto a una línea horizontal 

en el eje X.  

 

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

 Con Interfase

 Sin Interfase

   Esfuerzo de corte 13 en matriz. 

                          Prueba dinámica - Tensión - Viscoelasticidad. 

Distancia en Matriz Dirección 3 / Diámetro 

 
1

3
 /

 
0



94 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.45. (a) Distribución de la componente de esfuerzo 𝜎1, en un análisis elástico lineal en 

la zona de tensión entre el pasador y el laminado con el MEF. (b) Gradiente del esfuerzo de 

tensión 𝜎1 cerca del borde del orificio. 

En la figura 5.46, se tiene una ilustración del gradiente de esfuerzo 𝜎2, para una línea de puntos 

horizontal X.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.46. (a) Distribución de la componente de esfuerzo 𝜎2, en un análisis elástico lineal en 

la zona de tensión entre el pasador y el laminado con el MEF. (b) Gradiente del esfuerzo de 

tensión 𝜎2 cerca del borde del orificio. 
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Con respecto a la figura 5.45, la distancia para la cual se obtiene el valor promedio del esfuerzo 

(𝜎1 = 2.247𝑒−1GPa ), es evidentemente similar a la del caso P1, zona de compresión, y menor a 

cuando se considera un punto ubicado en P2. Los valores mostrados en la figura 5.45, 

disminuirían en magnitud con la incorporación de GnPs, al igual que tenderían a disminuir más 

rápido conforme se aleja el punto de observación con respecto al orificio del laminado. 

Considérese el parecido de esta distribución con la figura 5.22 (rotada en 90° en contra de las 

manecillas del reloj). 

 

En la figura 5.46, se observa como el valor del esfuerzo tiende hasta un valor promedio, desde el 

orificio hasta una zona lejana a éste, el valor promedio para 𝜎2 en esta zona es de 1 GPa, estos 

valores pertenecientes al gradiente de esfuerzos disminuirían en un 11.4% (figura 7.36), cuando 

se consideran GnPs en la interfase del material. Esta disminución iría de la mano con un 

decremento más rápido de este valor en la zona más cercana al orificio. Tómese en cuenta el 

parecido de esta distribución con 5.21.  
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CONCLUSIONES 

Se observó en los volúmenes elementales representativos que los esfuerzos pico disminuyen en 

un 11% para pruebas de tensión y un 46% para pruebas de cortante, independientemente, ya 

sea para cargas dinámicas o estáticas. En este análisis no se estudió el efecto de las cargas 

dinámicas en la vida del material dado que en el análisis realizado no se está considerando algún 

criterio de falla, ya sea estático o dinámico. Asimismo, se ha demostrado que, cuando se 

consideran GnPs en la interfase fibra-matriz, la interrupción de la continuidad de las fibras en el 

laminado por la presencia de los orificios, repercute en menor medida en el desempeño del 

material. 

Para mostrar el efecto benéfico de la inclusión de las nanohojuelas de grafeno en la interfase 

entre la fibra y la matriz, para puntos seleccionados, (puntos P1, P2, y P3) situados en partes 

alrededor de un orificio de un laminado cargado por medio de un pasador en una unión mecánica, 

y sometidos a esfuerzos principales 𝜎1, 𝜎2 y 𝜎3, contribuye a tener una mejor distribución de las 

componentes de esfuerzo en dichos puntos alrededor del orificio. La inclusión de 1% de GnPs 

contribuye a disminuir el esfuerzo que se encuentra en la vecindad del orificio del laminado, por 

lo tanto, debe contribuir a prolongar la vida del material compuesto, especialmente en puntos 

donde la concentración de esfuerzos produce gradientes de los valores del esfuerzo en áreas a 

una distancia pequeña del borde del orificio en el laminado. Por lo tanto, la presencia de las 

nanopartículas de grafeno en la interfase fibra-matriz resulta en una mejor resistencia a los 

gradientes que resultan por las concentraciones de esfuerzo alrededor del orificio. En este caso, 

dado que no se consideró criterio de falla alguno, esto es, se puede argumentar que no existe 

mayor diferencia entre un experimento dinámico y uno estático. Como recomendación para 

trabajo futuro, está la inclusión de un criterio de falla, para poder demostrar que este 

procedimiento ayudará a aumentar la vida útil del material laminado. A continuación, se listan los 

resultados para las diversas condiciones de carga y tipo de análisis en los puntos seleccionados 

alrededor del borde del orificio en el material compuesto multiescala: 

➢ Para los VER, se observa que la zona con mayor probabilidad de falla se encuentra en la 

región de la matriz, en las cuatro zonas entre la fibra central y las esquinas.  

➢ El comportamiento micromecánico de la interfase obedece una: 

• Simetría isotrópica cuando las nanoinclusiones se encuentran alineadas en una dirección 

preferencial.  

• Simetría transversalmente isotrópica cuando las nanoinclusiones poseen una orientación 

aleatoria.  
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➢ Considerando cargas de tensión, compresión y cortante, análisis estático-elástico, se 

concluye que la incorporación de un 1% de GnPs en la interfase contribuye a:  

• Incrementar la fracción de esfuerzo axial 𝜎33/𝜎0  que soporta la fibra en un 11.4% y se 

logra disminuir la fracción de esfuerzo de corte 𝜎13/𝜎0 en la matriz en un 57.8% para 

tensión y compresión.  

• En el caso de cortante, incrementar el esfuerzo axial en la fibra 𝜎33 en un 41.1% y se logra 

disminuir el esfuerzo de corte 𝜎13/𝜎0 en la matriz en un 25%. 

➢ Para cargas de tensión, compresión y cortante, análisis estático-viscoelástico, se concluye 

que la incorporación de un 1% de GnPs en la interfase contribuye a:  

• Disminuir la fracción de esfuerzo axial en fibra 𝜎33/𝜎0 en un 2.2% en tensión y en 

compresión. Se aumenta la fracción de esfuerzo de corte 𝜎13/𝜎0 en la matriz en un 57.14% 

para tensión y compresión.  

• Con cargas de cortante, incrementar el esfuerzo axial en la fibra 𝜎33 en un 186% y se 

aumenta el esfuerzo de corte en la matriz 𝜎13/𝜏0 en un 74.4%.  

➢ En análisis de cargas de tensión, compresión y cortante, caso dinámico-elástico, se concluye 

que la incorporación de un 1% de GnPs en la interfase contribuye a: 

• Incrementar la fracción de esfuerzo axial en fibra 𝜎33/𝜎0 un 10% en tensión e incrementar 

un 11.4% en compresión. Se disminuye la fracción de esfuerzo de corte en la matriz 𝜎13/𝜎0 

un 29.2% en tensión y en compresión. 

• Con cargas de cortante se disminuye el esfuerzo de corte en la matriz 𝜎13/𝜏0 entre un 

24.1% y un 48.28%.  

➢ Análisis de cargas de tensión, compresión y cortante, caso dinámico-viscoelástico, se 

concluye que la incorporación de un 1% de GnPs en la interfase contribuye a:  

• Incrementar la fracción de esfuerzo axial en fibra 𝜎33/𝜎0 un 2.8% en tensión y compresión. 

El esfuerzo de corte en la matriz 𝜎13/𝜎0 aumenta un 3.2% en tensión y compresión. 

• Con cargas de cortante se disminuye el esfuerzo de corte en la matriz 𝜎13/𝜏0 entre un 5% 

y un 24.5%. 
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